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Vorwort

Schon Mitte der sechziger Jahre des 20. Jahrhunderts hattekika6d eine neue
Klasse (,Ringgruppen®) von mathematischen Objekten zur Analyse der Pontryagin-
dualitat eingefuhrt, die spater unter dem Begriff ,Quantengruppen” klassifiziert wur-
de.

Etwa zwanzig Jahre spéater beschéaftigte sich Woronowicz§7] [ ] mit ,Pseu-
dogruppen®, als er eine wichtige Familie von Matrixquantengruppen einfiihrte. Sie
lieferte neuartige Deformationen der zuvor noch als rigide eingestuften Liegruppe
SU(2). Diese QuantertU (2)-Gruppen lieferten wichtige Beispiele fur die Quanten-
physik, in derSU (2) beispielsweise als Isospingruppe in der schwachen Wechselwir-
kung auftritt.

Woronowicz erkléarte dabei die Quantéitf(2)-Gruppen Uber die Charaktere einer
axiomatisch vorgegebenen Hopfalgebra. Entsprechend stellen die Qdn(en-
Gruppen Beispiele fir Raume in der nicht-kommutativen Geometrie von Connes|

dar. Diese Konstruktionen entsprechen denen von Drinfeid{] und Jimbo [ ]

(val. [ D.

Spater, im Jahr 1995, definierten Waiign9 und Van DaeleY ] die orthogo-

nalen und die unitaren freien Quantengruppen. Diese stellten sich als universell heraus,
in dem Sinn, dass jede kompakte Matrixquantengruppe isomorph ist zu einem direk-
ten Produkt von Unteralgebren der freien Quantengruppe. Dieses Paper zeichnet sich
durch einen sehr konkreten, direkten Zugang zu Quantengruppen aus. Meine Arbeit
bezieht sich auf Wangs Beschreibung von freien Quantengruppen.

Entsprechend der Universalitat von Wang und Van Daeles Konstruktion ist die Homo-
logie der beiden freien Quantengruppen von besonderem Interesse. Unter der Voraus-
setzung, dass eine bestimmte Sequenz exakt ist, haben Collins und Thoaii [
Schlusse Uber die Homologien der orthogonalen und der unitéren freien Quantengrup-
pen gezogen, mit dem Ziel, in-Bettizahlen zu bestimmen. Eine Ubersicht zu or-
thogonalen Quantengruppen findet sich bei Collins und Bagica 4.

Das wesentliche Problem, auf das Collins und Thom in ihrer Arbeit sto3en, ist, dass sie
zwar explizit Erzeuger und Relationen der freien Quantengruppe, jedoch keine Basis
kennen. In dieser Arbeit wird der Formalismus von Reduktionssystemen genutzt, um
exemplarisch eine solche Basis zu berechnen und die Exaktheit von Collins und Thoms
projektiver Auflosung zu beweisen.

Reduktionssysteme (synonym Grobnerbasen oder Standardbasen) wurden 1964 und
1965 von Buchbergersuc0(, Hironaka | ] sowie Knuth und Bendix{B570]
unabh&ngig voneinander beschrieben. 1978 zeigte Bergimangd, dass auch Gréb-
nerbasen bezuglich Moduln berechnet werden kénnen.

Reduktionssysteme entwickelten sich zu einem wichtigen Werkzeug in der theore-



tischen Informatik, fir Theorembeweise und funktionale Programmierung. Es gibt
inzwischen sehr gute Software zur Berechnung von Reduktionssysteme im Kontext
kommutativer Algebren (z.B. SINGULAR{ 1), und auch in der Literatur werden
vornehmlich kommutative Algebren behandelt. Auch fur nicht-kommutative Algebren
gibt es Software (z.B. PLURALG ], MAGMA [ 1, GAP [ ]), aller-

dings beschrénkt diese sich auf Spezialfélle. Zur Berechnung werden Vervollstandi-
gungsalgorithmen (sieh&{ic7q und [ 1) benutzt. Die mir bekannten Implemen-
tierungen reduzieren in jedem Schritt alle bekannten Regeln vollstédndig und nutzen
Symmetrien nicht aus, daher terminieren sie fiir die freien Quantengruppen nur fir
n < 10.

In Kapitel 1 trage ich die Ergebnisse fur nicht-kommutative Algebren zusammen und
formuliere sie direkt unter Verwendung des Diamantenlemmas. Inshesondere wird ge-
zeigt, dass sich die Verifizierung eines Reduktionssystem fir den Kern eines Modul-
homomorphismen vereinfachen lasst, falls fur eine Algebra ein Reduktionssystem be-
kannt ist.

Im zweiten Kapitel wird ein vollstandiges Reduktionssystem bezlglich der freien or-
thogonalen Quantengruppen an und verifiziere es. Fir dem Fal sind es nur sehr
wenige Regeln und es kann ein endlicher Automat angeben werden, der sémtliche
Basiselemente darstellt:

ai,1 a2,2

In Kapitel 3 werden die Ergebnisse aus Kapitel 1 und 2 genutzt, um eine Basis fur die
Kerne einer freien Auflosung der freien Quantengruppe als Bimodul zu beweisen.
Insbesondere im Fall von Collins und Thoms Sequenz liefert diese Methode die kor-
rekten Kerne.

Abschlie3end wird im letzten Kapitel mit der nun verifizierten Auflésung die Homo-
logie der orthogonalen freien Quantengruppen explizit berechnet.

Bedanken méchte ich mich beim Graduiertenkolleg ,,Gruppen und Geometrie* fur die
finanzielle Unterstiitzung meiner Promotion. Anselm Knebusch danke ich fur seine
Bereitschaft, bei meinen Rechnungen Hilfestellung zu leisten. Besonders méchte ich
mich bei Andreas Lochmann fiir seine Unterstiitzung mit seinem Wissen zu Ordnun-
gen bedanken. Ivan Yudin schulde ich tiefen Dank fir seinen Beistand wahrend des
gesamten Zeitraumes und seine hilfreichen Ratschlage.
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