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Zusammenfassung

Der Whitney-Satz besagt, dass die de Rham Kohomologie einer Mannigfal-
tigkeit und die simpliziale Kohomologie einer Triangulierung der Mannigfaltig-
keit isomorph sind. Dieser Isomorphismus hel&8tRham Isomorphismusoder
Whitney-Abbildung.

In dieser Arbeit wird der Whitney-Satz und die Multiplikativitat des Isomorphis-
mus flrorientierbare glatte Mannigfaltigkeiten konstruktiv bewiesen. Auch
fiir den Beweis der Isomorphie vdif-de Rham Kohomologie und-Simpliziale
Kohomologie kann die vorgestellte Methode angewendet werden. Die Multipli-
kativitat desL?-de Rham Isomorphismus wird fiir einen Spezialfall vorgerechnet.
Fur den klassischen Beweis werden auf Kettenebene zwei Abbilduh(ypafi-
niert durch Integrieren) unél’ (definiert durch Seiten-Simplices auswerten) kon-
kret angegeben. Es wird gezeigt, dédssFE = id gilt, also | surjektiv ist. Es wird
eine Kettenhomotopié definiert und gezeigt, dags o I — id = h gilt, d.h. |

ist bis auf eine Kettenhomotopie injektiv. Also ist auf Kohomologie-Ebene die
Abbildung I eine Bijektion mit Umkehrabbildung.

Fur Formen gibt es eine Produktstruktur, das DachproduRieses Produkt de-
finiert auch eina-Produkt in der de Rham Kohomologie. Fir simpliziale Ket-
ten gibt es mehrere mdgliche Produkte Alle diese Produkte definieren auf
Kohomologie-Ebene das gleicheProdukt.

Es wird auf Kettenebene gezeigt, dass fiir ein geeignefeodukt das folgende
Diagramm kommutiert:

(M) ® Qi(M) E2E or(T) @ 0U(T)

A |
QPFa(M) L corrr)
Da auf Kohomologie-Eben&' die Umkehrabbildung vor ist und es auf
Kohomologie-Ebene nur ein-Produkt gibt, folgt, dass der de Rham Isomor-

phismus! : H} (M) — H?, (T) mitder Multiplikation vertraglich ist.
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Teil |
De Rham Isomorphismus und
Whitney-Abbildung

Oft ist es schwierig festzustellen, ob zwei RGume homdéomorph sind. Um festzustellen,
dass zwei Raume nicht homdéomorph sind, nutzt man Invarianten. Eine Moéglichkeit ei-
ne Invariante zu konstruieren, bieten die Kohomologie-Theorien. Eine Kohomologie-
Theorie liefert fir jeden Raum eine Gruppe; sind fur zwei Raume die Gruppen unter-
schiedlich, so kdnnen die Raume nicht homéomorph sein. Es gibt viele verschiedene
Kohomologie-Theorien.

Durch die Formen auf einer Mannigfaltigkéif erhalt man die de Rham Kohomologie
H* (M), sie wird im ersten Kapitel definiert. Im nachsten Kapitel wird gezeigt, wie
M eine Triangulierundg” zugeordnet wird. Fur Triangulierungen kann die simplizialen
KohomologieHd”, (T") definiert werden (siehe Kapitel 3). Der Whitney-Satz besagt,
dass es einen Isomorphismus zwischen der de Rham Kohomdldgié/) und der
simpliziale KohomologieHjimp(T) (fur jede Triangulierundgl” der Mannigfaltigkeit

M) gibt. Um eine Mannigfaltigkeit (auf diese Eigenschaft) zu untersuchen, reicht es
demnach, die simpliziale Kohomologféjm (T") von einer ihrer Triangulierungen zu
berechnen.

Far glatte, lokal kompakte Mannigfaltigkeiten kann (und wird in den folgenden Ka-
piteln) der Isomorphismus angegeben werden, indem man die Abbildungen auf den
Koketten lokal definiert.



2 De Rham Kohomologie

1 De Rham Kohomologie

Viele Kohomologie-Theorien erhéalt man, indem man den (kontravarianten) Hom-Funk-
tor auf eine Homologie-Theorie anwendet. Fur die de Rham Kohomologie trifft das
nicht zu, sie wird mit Hilfe der Analysis direkt definiert.

Fur Mannigfaltigkeiten konneh-Formen definiert werden. Die Menge defFormen
bilden eine Grupp&*(M). Die Cartansche Ableitung ist eine Randabbildung von
denk-Formen in digk + 1)-Formen, diel o d = 0 erfllt.

Hier eine kurze Wiederholung der benétigten Satze und Definitionen aus der Analysis.
Die Beweise konnen in [8] nachgelesen werden.

1.1 Differentialformen

Definition 1.1 (glatte Mannigfaltigkeit M)

Eine glatte Mannigfaltigkeit ist ein Pa&at/, .4), wobeiM ein Hausdorffraum (punk-
tetrennend), mit einer abzéhlbaren Basis der Topologie istAeih n-dimensionaler
glatter (also unendlich oft differenzierbarer) Atlas auf

Abbildung 1: Der Torus ist eine Mannigfaltigkeit.

Definition 1.2 (Differentialform w)

Eine k-Form auf einer Mannigfaltigkeid/ ist eine Zuordnung, die jedemz € M
eine alternierendé-Formw, € Alt*T, M auf dem Tangentialraum beizuweist.
Der Vektorraum der differenzierbaréaFormen auf\/ wird mit Q* A/ bezeichnet.

Bemerkung 1.3
e Da Alt°T, M = R, ist auchQ’M = C>~(M) (der Ring der differenzierbaren
Funktionen auf M).

 Die differenzierbaren 1-Formen, also die= Q' M, heiRen Pfaffsche Formen.

Definition 1.4 (orientierte Mannigfaltigkeit)

Eine Mannigfaltigkeit M heif3t orientiert, wenn jeder ihrer Tangentialrdume so orien-
tiert ist, dass der Atlas der Mannigfaltigkeit aus orientierungserhaltenden Karten be-
steht. Die KarterkC haben also die Eigenschaft, dass das Differedtial 7, M — R”

die Orientierung vori, M in die Ubliche Orientierung voR™ Gberfihrt, wobeir € M

ein Punkt im Kartengebiet vok sein soll.

Bemerkung 1.5
Ab jetztist jede Mannigfaltigkeit als glatte orientierbare Mannigfaltigkeit zu verstehen.
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1.2 Cartansche Ableitung

Aus einerk-Form auf einer glatten Mannigfaltigkeit/ erhalt man mittels der Cart-
anschen Ableitung eing: + 1)-Form. DaM glatt, insbesondere differenzierbar ist,
reicht es die Ableitung auf Kartengebieten zu definieren und anschlie3end mit Hilfe
von Teilung-der-Eins-Funktionen auf ganz M fortzusetzen. In einer Karte lasst sich
jedek-Formn schreiben als

n= Z T]]Lkdl’il/\---/\dl‘ik,

Iy

wobei (dny, , ) 0-Formen (also Funktionen) sind, urdd, = (i1, ..., ) ein aufstei-
gend sortiertes Tupel mit unterschiedlichen Eintrdgen zwistherd der Dimension
von M ist, alsol < iy < -+ < iy < dim(M).

A ist an dieser Stelle das bekannte Dachprodukt, auf das ich im zweiten Teil (8) ge-
nauer eingehen werden.

Definition 1.6 (Cartansche Ableitungd)
Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Die Abbildudg QM — Q1| defi-
niert durch

dn = Z(dnhyk)dx“/\-'wdxi’“,

I g
heistaulRereoderCartansche Ableitung wobei(dr;, , ) das Ubliche Differential einer
Funktion ist.

Satz 1.7 (Eigenschaften der Cartansche Ableitung)
Die Cartansche Ableitung erfullt die folgenden Bedingungen:

« WohldefiniertheitBild(d) c Q1 (M).

« Differentialbedingung: furf € Q°M istdf € Q' M das Ubliche Differential von
f.

» Komplexeigenschaft: es gilf:o d = 0.

 Produktregel: seiv € QPM undn € QIM, mitp + ¢ < dim(M), dann gilt:
d(wan) = (dw)an + (=1)Pwn(dn).

* Natirlichkeit: istg : M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen den
Mannigfaltigkeiten\/ und N, dann gilt: g  (dn) = d(g*n), wobein € Q* N und
g* die Zurtickziehung Uber ist.

Bemerkung 1.8
Die Cartansche Ableitung ist die einzige Mdoglichkeit, eine Sequenz linearer Abbil-
dungen zu definieren, die die obigen Eigenschaften erfllt.
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Satz 1.9 (Stokes)
Sei M eine orientierte berandete Mannigfaltigkeit und seic Q#™(M)~-1)f eine
(dim(M)-1)-Form mit kompaktem Trager, dann gilt:

/ dw = w,
M oM

wobeid M der Rand der Mannigfaltigkeit/ sein soll und die Orientierung des Randes
von der Orientierung der Mannigfaltigkeit tbertragen wird, indem der erste Basisvek-
tor nach auRen zeigt.

1.3 de Rham Kohomologie

Definition 1.10 (de Rham Komplex)
Der durch die Cartansche Ableitung definierte Kettenkomplex

0— QM L oML QP
heil3tde Rham Komplex

DaQ*M = 0fur k > dim(M) gilt, ist der de Rham Komplex endlich. Deshalb spricht
man vom endlichen de Rham Komplex:

0 QM ... L qdimt 2 g
Bemerkung 1.11
Mit der Natirlichkeit vond ist die Konstruktion des de Rham Komplexes ein kontra-
varianter Funktor von der differenzierbaren Kategorien in die Kategorie der Komplexe
mit Kettenhomomorphismen.

Da Q%M ein Vektorraum und/ eine lineare Abbildung ist, ist auchild(d) bzw.
Kern(d) jeweils ein Vektorraum. Die Komplexeigenschaft der Catanschen Ableitung
garantiert, dass ausserdem gilt:

Bild(d) C Kern(d).
Der Quotient von ineinanderliegenden Vektorraumen ist wieder ein Vektorraum, des-
halb kann man definieren:
Definition 1.12 (de Rham KohomologierR(M))
Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann heif3t der Quotientvektorraum:

HY (M) = K(.ern(d CQFM — QML)
R Bild(d : Q1M — QFM)
die k-te de Rham Kohomologievon M.

Die k-Formen im Bild vond heil3enk-dimensionald&orander, die im KernKozykel.

1Die Orientierung ist so gewahlt, dass in der Formel keine Vorzeichen auftreten.



2 Simpliziale Kohomologie

Anstelle der Mannigfaltigkeit wird nun die Triangulierung der Mannigfaltigkeit be-
trachtet. Eine Triangulierung besteht aus Simpfidgsinkten, Strecken, Dreiecken,
Tetraeder, ...) und ist homdomorph zur Mannigfaltigkeit. Die simpliziale Kohomolo-
gie erhalt man durch Anwenden des Hom-Funktdie::(-, R)) auf die simpliziale
Homologie. Sie hat stetige Abbildungen aus einem Simplex auf die Triangulierung als
Ketten. Mit dem Hom-Funktor erhélt man fiir die Kohomologie Abbildungen von den
Simplices in die reellen Zahlen als Koketten.

2.1 Sternzusammenziehbar in Bezug aut
SeiV C R",n € Nundseie € V.

Definition 2.1 (sternzusammenziehbar)
V' heil3tsternzusammenziehbarin Bezug aufe, wenn fir allev € V die Strecke
zwischenv unde ganz inV liegt.

Beispiel 2.2

Abbildung 2: Sternzusammenziehbarer Raum in Bezug.auf

Dieser Raum ist nichdternzusammenziehbar in Bezug auf

Definition 2.3 (Sternzusammenziehung)
Seie € V und seiV sternzusammenziehbar, dann heif3t eine Homotopie
h:[0,1] x V — V mit den Eigenschaften:

1. h(l,v)=¢
2. h(0,v) =v

Sternzusammenziehungion V' aufe.

2Anstelle von Simplices konnte man auch andere Bausteine wahlen, zum Beispiel Zellen. Durch sie
erhalt man die zellularen Koketten.
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2.2 Standard-SimplexA”

Definition 2.4 (Standard-Simplex)
Alle Punktex = (zo,...,z,) € R""!, die folgende Eigenschaften erfillen, bilden
denStandard-Simplex A™:

1.2y €[0,1,A=0,...,n

2. Zz:o Iy = 1
Der Simplex ist also in baryzentrischen Koordinaten gegeben.

Bemerkung 2.5

A" sind gerade die Punkte, die man erhalt, wenn man die konvexe Hulle der Basis-
vektoren ¢, ..., e,) desR™*! auswahlt. Die Punkte,,...,e, sind die Ecken des
Standard-Simplex\”.

Abbildung 3: Zweidimensionaler Standard-Simplex eingebett&in

Lemma 2.6 A™ ist sternzusammenziehbar)

Der Standard-Simple’A™ ist sternzusammenziehbar in Bezug auf jeden Eckpunkt.
Beweis:BehauptungA” ist konvex. Seier = (xq,...z,), ¥ = (Yo,...Yyn) € A™.
Jeder Punkp = (po, . . . p,) auf der Strecke zwischenundy lasst sich darstellen als
p=sr+(1—s)ymitse[0,1].

Dazxy, yy € [0,1] fUr A =0,...n, giltauchsz, + (1 — s)y, € [0, 1].

Ausd \_ xy =Y \_,yr = 1 folgt:

ZpA = Zsm#—(l—s)w ZSZ(:E,\)+(1—S)Z(y,\) =s-1+(1—-s)-1=1.
A=0 A=0 A=0 A=0

Also liegt auch fur jeden Eckpunkt die Strecke zu jedem Punkt/A&tusganz im
Standard-Simplex. o

Definition 2.7 (baryzentrische Sternzusammenziehun,;:)

Auf einem Simplex gibt es eine durch die Koordinaten induzierte Sternzusammenzie-
hungh; : I x A™ — A"

hi(t, xg,...,zx) := (1 —t)x + te;.

Sie heil3baryzentrische Sternzusammenziehung
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Bemerkung 2.8

Da die Basisvektoren durchnummeriert sind, erhalt man eine Anordnung der Ecken,
also eine eindeutige Orientierumgn A™. Die Basisvektoren der Orientierung sind
60_é17 ey eo_én.

Abbildung 4: Orientierung des Standard-Simplex.

Bemerkung 2.9
Fir die baryzentrischen Koordinaten des Standard-Simple} gjlt; z, = 1 und da-

her auch: .
Z dJ,’)\ =1.
A=0

Definition 2.10 (Einbettung &)
Eine Einbettung des-Simplex in denn + 1)-Simplex erhélt man, indem man an der
i-ten Stelle eine 0 einfugt. Fiur jedés- 0, ..,n + 1 existiert dann eine Abbildung:

g A" — AT

(Toy ooy xy) = (Toy ooy i1, 0,24, .. )

Abbildung 5: Einbettungen des zweidimensionalen Simplex.
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2.3 Orientierung von 9 A™

A"t ist eine orientierte (n+1)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Fir jeden Punkt
A"listegey, . . ., eg€,, 41 die orientierte Basis auf, A" (= A™t).

Seiy € A" und sei(gy, . .., g,) eine Basis auf,(0A™*!). Der Rand einer Man-
nigfaltigkeit ist nach Konvention (Satz von Stokes 1.9) so orientiert, dass fur einen
(und damit jeden) nach auf3en weisenden Vektor v die Basig, . . . , g,,) positiv ori-
entiertist. Jedes Seiten-Simplex kann so orientiert werden. Aber ein Seiten-Simplex ist
auch ein n-dimensionaler Simplex und als solcher orientierbar. Diese Orientierungen
sind nicht notwendigerweise gleich.

Betrachte den Seiten-Simplex, der der Eeke, gegenuberliegt:

als n-dimensionaler Simplex ist er durch seine Ecken orientiert. Die Bagigdst. . . , egé,,).
Ein nach auRen zeigender VektorA# ! ist zum Beispiel —epé, . 1).

Uberfuhrt man die Basis-egé;, 41, €gér, . . . , eoéy ) in die Basigeges, . . . , €9én, €ofni1),
andert sich die Orientierung ufr-1)"*1.

2.4 Triangulierung T

Simpliziale Komplexe sind die Bausteine der kombinatorischen Topologie. Durch stlick-
weise lineare Objekte (Simplices) werden geometrische Objekte beschrieben und de-
ren Eigenschaften mit kombinatorischen Methoden erfasst. Die folgenden Definitionen
und Séatze finden sich auch in [3].

Definition 2.11 (Simplizialer Komplex K)

SeienFE eine Menge von Ecken und eine Menge von endlichen Teilmengen vbn
Eine Menges € S mit p + 1 Elementen heil3t p-Simplex. Wenn folgende Axiome
gelten, dann heil3t K=(E,S)mplizialer Komplex.

» Jede einpunktige Teilmenge vé@hkommt in S vor, ist also ein 0-Simplex.

» Jede nichtleere Teilmenge vere S kommt in.S vor, die Seiten eines Simplex
sind also wieder Simplices.

Ein simplizialer Komplex heif3t-dimensional, wenn er mindestens eineimplex
enthalt, aber keinefn + 1)-Simplex.

Definition 2.12 (geometrische Realisierung)
Sei K ein simplizialer Komplex, dann heif3t eine Menge von Funktione — [0, 1]
mit folgenden Eigenschaften:

* {e € Ela(e) > 0} ist ein Simplex in K,

¢ ZeEEa(e) = 11

geometrische Realisierung |Kyon K.
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Definition 2.13 (Triangulierung)
Seien X ein topologischer Raum und K ein simplizialer Komplex.
Ein Homdomorphismug' : |K| — X heif3t Triangulierung voiX .

Satz 2.14 (glatte Triangulierung)
Fur jede glatte Mannigfaligkeid/ gibt es eine Triangulierund, so dass sie auf jedem
Simplex eine glatte Einbettung ist. Eine solche Triangulierung heifl3t glatt.

Beweis:

siehe [18] und [12]

Abbildung 6: Triangulierung des Torus.

3Abbildung aus [9]



10 Simpliziale Kohomologie

2.5 Lokale Ordnung

Fir die Rechnungen mit Simplices der Triangulierung ist es von Vorteil, wenn die
Ecken jedes Simplex geordnet sind. Um (spéater) Produkte bilden zu kdnnen, ist eine
Ordnung sogar notwendig. Weiterfihrende Beispiele zur lokalen Ordnung finden sich
in [16].

Definition 2.15 (geordnetes Simplex)
Seio ein k-Simplex mit einer ausgezeichneten Ordnung auf den Eckemydoednete
Simplexwird als:

O':(O'o,...,O'k)

geschrieben.

Jeder Seiten-Simplex eines geordneten Simplexist als Teilmenge vowr wieder
geordnet. In einer Triangulierung kann ein Simpte$eiten-Simplex von mehreren
Simplices sein, so dass die induzierten Ordnungen nicht Gbereinstimmen. Solche Kon-
flikte sollen vermieden werden.

Definition 2.16 (lokale Ordnung)

Sei K ein simplizialer Komplex. Fir jeden Simplewon K sei eine Anordnung seiner
Ecken ausgezeichnet, so dass folgende Bedingung erfillt ist:

Ist c = (o0,...,0k) €in geordneter Simplex, dann ist die Ordnung jedes Seiten-
Simplexg gleich der Ordnung, die durchinduziert wird.

Man sagt dann, in K sei eirlekale Ordnung gegeben.

Bemerkung 2.17
Eine lokale Ordnung muss nicht mit der Orientierung vertraglich sein.

Eine Triangulierung einer Mannigfaltigkeit kann global, durch eine Anordnung aller
Ecken, geordnet werden. Eine Triangulierung einer G-Mannigfaltigkeit kann in der
Regel nicht global geordnet werden.

Bemerkung 2.18
Ab jetzt ist jede Triangulierung als Triangulierung mit lokaler Ordnung zu verstehen.
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2.6 Singulére KettenC? (M)

Abbildung 7: Singulare Kette.

Definition 2.19 (singulére Ketten)

Betrachte stetige Abbildungen vak® in die Mannigfaltigkeit M. Die Menge dieser
Abbildungen hei3e? (M).

Die freie abelsche Gruppe mit reellen Koeffizienten Uber diesen Abbildungen heil3e
CY(M). lhre Elemente heiResingulare Ketten. Es sind nur endliche Summen zuge-
lassen.

Bemerkung 2.20
Die Elemente inc € C?(M) sind formale Summen:

c= g Cy " O.

ceSI(M)
Dabei iste, fur jeden Simplex eine reelle Zahl.

Bemerkung 2.21
Aus einem Element € S°(M) erhalt man mit einer Einbetturgdurche* (o) := ooe
ein ElementinS?_, (M).

-

Y
& TN
oge S )
L) L
<
€
0
€ bn—l _
€
L}

3

Abbildung 8:e*(0) € SY_,(M).

Bemerkung 2.22

Um Eigenschaften von € C°(M) zu beschreiben, reicht es, die Element&§iin/)
zu betrachten und die Ergebnisse linear fortzusetzen.

Also lasst sicte auf C? (M) fortsetzen.
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2.7 Simpliziale KettenC,(T)

SeiT eine glatte Triangulierung der Mannigfaltigkéif. Betrachte nur noch diejeni-
gen Abbildungen, die eil\” in die Triangulierung einbetten, so dass jeweils Ecken
auf Ecken abgebildet werden.

Abbildung 9: Simpliziale Kette.

Definition 2.23 (simpliziale Kette)

Die Menge der Abbildungen voA™ auf einen n-Simplex in der Triangulierung heif3t
S.(T). Die freie abelsche Gruppe mit reellen Koeffizienten Gber diese Abbildungen
heiRtZS, (7). Von der Anordnung der Ecken soll nur die Orientierung eine Rolle
spielen. Daher definiere die Quotientengruppe

7.8,(T)
(oo —(sgn(m)) - o)

C(T) =

I

wobeic € ZS,(T), undr eine Permutation auf den Ecken ist. Die Elemente von
C,(T) heiRen simpliziale:-Ketten.

Bemerkung 2.24

Fur singulare Ketten konnte man die Abbildungérdefinieren. Da jeden-Simplex
(n — 1)-dimensionale Kanten besitzt, kann m&rauch fir simpliziale Ketten definie-
ren.
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Definition 2.25 ;)
Die Abbildung, die einem n-Simplex der Triangulierung eines seiner 1) dimen-
sionalen Seiten-Simplices zuordnet, definiert man wie folgt:

Abbildung 10:;(0) := g o €.

Bemerkung 2.26
U; ordnet einem angeordneten Simplex das Seiten-Simplex ohne die:Exake

Definition 2.27 (Simplizialer Kettenkomplex)
Die Einbettungere* liefern eine Randabbildung: C,,(T) — C,,_1(T'), definiert
durch:

furo € S, (7).
(C.(T),0) heiBtsimplizialer Kettenkomplex.

Bemerkung 2.28

Zwei Ketteno und &, die A™ auf das gleiche Simplex der Triangulierung abbilden,
unterscheiden sich héchstes durch ihr Vorzeichen. Das Vorzeichen ist so gewéhlt, dass
es mit der Orientierung der Mannigfaltigkeif vertraglich ist, also die durch™ = T
induzierte Orientierung gleich der Orientierung vbhist.
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2.8 Simpliziale KohomologieH (C*(T))

Definition 2.29 (simpliziale Koketten)
Der Raum der linearen Abbildungen voh(7') nachRR wird mit:

C*(T) := HOM(C.(T), R) bezeichnet.
Seine Elemente heil3empliziale Koketten.

Bemerkung 2.30
Simplizialen-Koketten ordnen jedem-Simplex eine reelle Zahl zu.

Abbildung 11: Simpliziale Kokette.

Definition 2.31 (simplizialer Kokettenkomplex)
Die Korandabbildung : C*(T) — C™ (T istfurc € C*(T) undo € S, 1(T)
definiert durch:

(C*(T), ) heildtsimplizialer Kokettenkomplex.

Satz 2.32 (Komplexeigenschatft)
Die Korandabbildung’ erfiillt die Komplexeigenschatt. Es gilt also:

6006 =0.

Da C™(T) ein Vektorraum und eine lineare Abbildung ist, sind audbild(é) und
Kern(0) jeweils ein Vektorraum. Die Komplexeigenschaft der Korandabbildung ga-
rantiert, dass aul3erdem gilt:

Bild(§) C Kern(d).
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Definition 2.33 (simpliziale Kohomologie)
Sei T eine glatte Triangulierung, der Quotientvektorraum:

Ok, kL
HY (T) = K?rn(cs :CFT — CFHT)

simp Bild(d : C*1T — C*T)
heil3t diek-te simpliziale KohomologievonT'.

Die k-Koketten im Bild von$ hei3erk-dimensionalé&orénder, die im KernKozykel.

Bemerkung 2.34
Die Komponenten von simplizialéirKoketten sind Abbildungen, die jedetSimplex
der Triangulierung eine reelle Zahl zuweisen.
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3 OperatorI : Q*(M) — C*(T)

In den vorangegangenen Kapiteln wurde auf zwei sehr unterschiedliche Weisen Ko-
homologien definiert. In den folgenden Kapiteln soll nun gezeigt werden, dass sie fir
eine glatte orientierte Mannigfaltigkelt mit beliebiger Triangulierung’ mit lokaler
Ordnung jeweils die gleichen Gruppen liefern. Als erstes soll jgeléorm eine sim-
pliziale Kokette zugeordnet werden. Durch di€orm muss also jedem Simplex eine
reelle Zahl zugewiesen werden. Jeder Simplex kann als Teilmenge in der Mannigfal-
tigkeit betrachtet werden, Uber die didorm integriert werden kann.

In den folgenden Kapiteln erweitere ich die Ideen von [6] und wende sie nicht auf
simpliziale Mengen, sondern auf die Triangulierung direkt an.

SeienM eine glatte orientierte Mannigfaltigkeit urideine glatte Triangulierung von
M.

3.1 Definition I

Definition 3.1 (I)
Durch Integrieren erhalt man den OperatarQ* (M) — C*(T), wobei

I(n), := / o*nfuro € Sp(T)
Ak

gilt.
I ordnet jedem Simplex das Integral deForm tber den Simplex zu.

Anschauung 3.2

Sein := f eine 0-Form.

Dann sindo* f die Formen, die man durch ,Abtasten” der Triangulierung erhalt.
Die Form f wird stickweise (Simplex fur Simplex) zurtickgezogen.

3.2 Wohldefiniertheit von I

Da eine Formy auf der ganzen Mannigfaltigkeit definiert ist, ist sie auch fir jeden
Simplex der Triangulierung definiert. Da eine Differentialform stetig ist, ist sie auch
integrierbar.

Bemerkung 3.3

Integriert man einé-Form Uber eine p-dimensionale Mannigfaltigkeit, so istfi# p
das Integral Null.

Deshalb ordnet k-Formen nuik-Koketten zu.
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3.3 KokettenabbilungId = 61

Lemma 3.4 { ist Kokettenabbildung)
Esgiltdo I =00 1.

Beweis:Sein € QF(M), und seir € Cyy1(T).

I(dn), = /A . 7 (dn)

Zurtickziehen kommutiert mit d *
= d(r
[
k+1
Stokes:([yar+1 1 = Jart1 dn) _ Z (_1)z‘ (81)* 7*77
i=0 S~ Ak nal )
~— unterschiedliche Orientierung 7 auf die Seite einschréanken
Seiten-Simplices
‘ k+1
Ui(T) = (") T _ Z(_Uz/ (UZ(T))*H
- Ak
1=0
k+1
Def: 1 _ Z(_l)zl(n)%(f)
=0
= 0,



18 Operator E : C*(T') — Q*(M)

4 Operator E : C*(T') — Q*(M)

Nun soll einer simplizialen Kokette eine glatte Form zugeordnet werden. Auf den
Ecken (derD-Simplices) soll die Form den Wert der Ecke annehmen. Zwischen den
Ecken soll sie durch alle umschlieBenden Seiten-Simplices beeinflusst werden, keine
leichte Aufgabe. Die Losung liefern auch hier die Teilung-der-Eins Funktionen. Zuerst
definiere die Abbildung lokal fur jeden Simplex, die Werte der Form zwischen den
Ecken liefern die glatten Teilung-der-Eins Funktionen. AnschlieRend wird die Form
auf der gesamte Mannigfaltigkeit zusammen gesetzt.

4.1 Notation
Sei0 <k <n.

Iy ist ein aufsteigendeg: + 1)-Tupel ganzer Zahlen zwisch@rundn.
Also Iy = (ig,. .., i), SO dass gilth < iy < --- < i < n.
Durch I, ist eink-dimensionaler Seiten-Simplex vak® gegeben. Er ist defi-
niert durch die Ecken,,, ... ,e;

.-
Iy ist das aufsteigende: — k)-Tupel ganzer Zahlen zwischérundn, dasly  ver-
vollstandigt,
a|30[g7k = (ZQ, R 7gn—k—l) , wobel gllt
o O§50< <€n—k—1 < n.
® ]O,kz U I_O,k = {0, PN ,TL}.

|Iox| Da Iy ein Simplex reprasentiert, sall, ;| nicht wie tblich die Anzahl der
Tupel (k + 1) sein, sondern die Dimension dieses Simplex:

’IO,k’ = k

Baryzentrische elementare Formvu;, ,: Auf einemn-Simplex ist sie definiert durch:

k
Wrpy 1= Z(_l)stisdtio A A C/Z\tis A Adt,
s=0

Fir I = () setzewy := 0.
Uy, + Cn(T) — Ci(T) : ist die Abbildung definiert durch:
Uy, == Uy 0ol

In—k—1"

zur Erinnerunglf; (o) := oo<&’, also ist4; die Abbildung auf das Seiten-Simplex
ohne die Ecke;. Folglich isti/;, , die Einschrankung eines n-Simplices auf den
k dimensionalen Seiten-Simplex mit den Eckgn.
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Abbildung 12:24¢ 2.

4.2 Definition E

Einer simplizialen Kokette auf der Triangulierung soll eine Form zugeordnet werden.
Seic = (c,) einek-Kokette (alsa: € C*(T) undo € S, (T)).

zur Erinnerung? := Iy , := {io, ..., ik}

mit0 <9 < -+ <igp <n.

Betrachte zunachst den Fall, ddssur aus einem Simple& besteht.

Definition 4.1 (E(c))
Definiere die Abbildungy : C*(T) — QF(A™) folgendermaRen:

E(c) == k! Z QO * CUy(A)-
I|=k

Bemerkung 4.2

Eine Form ist lokal definiert. Fur jeden Punktin der n-dimensionalen Mannigfal-
tigkeit A™ kann man seine baryzentrischen Koordinaten in Bezug auf den Simplex
angebenz = (xg,...,x,).

Soll einerk-Kokettec (also einer Abbildung von deirdimensionalen Seiten-Simplices

in die reellen Zahlen) eink-Form zugeordnet werden, so muss fir jeden Punkt in der
Mannigfaltigkeit (stetig) einé-Form angegeben werden. Dids€&orm berechnet sich
durch:

k
k! - Z Z éisdtig/\"'/\&\tis/\"'/\dti;z . CL{I(A)

lle k-dimensional = ] B ) )
Seiten?s‘?mp;lrrggffgn:?on AR s=0 baryzentrische Koordinaten van Wert des Seiten-Simplek, ;,
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Bemerkung 4.3
Besteht die Triangulierung aus mehr als einem Simplex, sind die baryzentrischen Ko-
ordinaten ungeeignet. Man konnte zwar fur jede8implexr der Triangulierung

E(c) = k) wr - cyy(r) definieren,
\T|=k

aber dann ware die Form nur fir jeden Simplex definiert und nicht auf der ganzen
Mannigfaltigkeit.

Liegt der Punktz im Inneren eines:-Simplex 7, so ist die FormE(c) := E(c).
eindeutig definiert. Liegt der Punkt jedoch auf einem Seiten-Simplex, dann ist nicht
klar, welches der angrenzenderSimplices zur Definition der Form benutzt werden
soll.

Wahlt man nur einen der angrenzende8implices aus, so wére die resultierertde
Form nicht stetig. Auch der Mittelwert aller angrenzende8implices liefert keine
stetige Form.

Bemerkung 4.4

Ziel ist es, E(c) so zu verandern, dass auf einem Seiten-Simplex alle angrenzenden
n-Simplices die gleiche Form liefern bzw. dass die Form auf einem Seiten-Simplex
nur durch den Seiten-Simplex selbst bestimmt ist.

Dies ist erreicht, wenn die Normalen an dem Seiten-Simplex Null sind, da dann, falls

ein Seiten-Simplex, , den Eckpunkt; nicht beruhrt, auchy;, , verschwindet,

k
Wiy, = Z tisdtiOA---/\dtisA---AdtikI: 0.
s=0

Vv
entwedett;, = 0 oderdt;, =0

Leider ist fur die baryzentrischen Koordinaten auf dem Seiten-Simftle¥ 0 (dat;
bis zum Rand linear ist).

Man kénnte den Rand etwas erweitern.

Die erhaltende Form ist dann zwar stetig, aber leider nicht glatt.
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4.3 offener Stern

Definition 4.5 (offener Stern)

Der offene Sternvon Eckee; ist das Innere der Vereinigung aller angrenzenden Sim-
plices.

Sterrie;) := U o

ooe;

offenerSterfe;) := Innerd Sterr{e;))

Abbildung 13: Offener Stern von e.

Bemerkung 4.6
Fur jede offene Uberdeckung gibt es eine ,glatte Teilung-der-Eins* (T1).

Korollar 4.7 (Eigenschaften der T1-Funktionen)

Wahle eine T1 fiir die offenen Sterne aller Ecken als Uberdeckung von &. @ei
T1-Funktion, die zum Eckpunktgehort.

Fir jeden Punkt x in T gilt:

* Liegt x auf einenk-dimensionalen Seiten-Simplex, dann gilt:

Zie[ €z =1 Undziel de; = 0,
wobei | die Ecken des k-Simplices bezeichnen soll.

* Nur die T1-Funktionen der Ecken, die den Punkt begrenzen, sind ungleich Null,
da x nur im offenen Stern dieser Ecken liegt.

« Esqilt: Y, e(z) =1,
wobei | die Ecken sind, die den Punkt begrenzen. Nur diese T1 Funktionen sind
ungleich Null.

» Ause;(x) = 0 folgt de;(z) = 0,
da 0 Minimum der T1-Funktionen ist.
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4.4 Definition £

Definition 4.8 (Elementare Formw,, )

Seiene; die T1-Funktionen fur die offenen Sterne der Ecken der Triangulierung. Sei
ein Simplex der Triangulierung mit angeordneten Eckey). . . , o). Definiere die zu

o gehdrige elementare Form durch

k
Wy = E (—1)’€s,degon---Adeg A---ndeg, .

s=0

Bemerkung 4.9
Die elementare Formy, verschwindet am Rand van, da hier wenigstens eine T1-
Funktione; trivial ist und in jedem Summand entwedgoderde; vorkommt.

Definition 4.10 (E)
Definiere die Abbildung? : C*(T') — QF(M) durch:

E(c) = k! Z Wy * Co

lo|=k

Fur jeden Punkt: verschwinden fast alle Summanden. Nur die T1-Funktionen der
Eckene;(,), die einen Simplex bilden in dessen Inneren der Putikgt, verschwinden
nicht. Daw, glatt ist, gilt dies auch fu¥(c).

Bemerkung 4.11
Es gibt hochstens ein Simplex in dessen Inneren der Punktliegt. Um E(c), zu
berechnen reicht es die k-dimensionalen Seiten-Simplices vnbetrachten. Fiir

gilt:

E(c), = k! Z W,z * Co-

o€Sk(T)
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4.5 KokettenabbildungdE = Eé

Lemma 4.12 w,)
Es giltdw, = (k + 1)desyn---rde,, -
Beweis:
d((—l)segsdego/\-~~Ad€asA-~-Ad€gk) = (=1)*-1-de, A dego/»--/\dAeUS/\.-J\degk)
(—=1)* - (—=1)°  degyn---ndeg,

= desyn---ndeg,

Alsod(SF_ (—1)%e,,degon-- ndegn - ndey, ) = (k + 1)degyn- - rdey,.

Satz 4.13 (E ist Koketten Abbildung)
Esqilt. Fod=do E.

Beweis:Seic € C*(T). Fur die rechte Seite gilt:

dE(c)= d [k w,-c,

lo|=k

= k!Zdwg-ca

lo|=k

= K (k4 1)deg Ao Ndeg, - o,
lo|=k

fur die andere Seite gilt:

E@c)= (k+1)! Y  w,-(do),

lpl=k+1
k+1
— (k—i— 1)' Z Wy, - <Z<_1)lcuz(p)> .
lp|=k+1 =0

Erinnerung: U (p) ist derk-dimensionale Seiten-Simplex vpnden man durch Weg-
lassen der Ecke erhalt.

Koeffizienten vonc,: Es reicht fir jeden Summanden die Gleichheit zu zeigen. Be-
trachte also die Koeffizienten vep genauer.
Auf der linken Seite kommt, genau dann vor, wenn ein Seiten-Simplex von
p ist. Also wenn fir eirp gilt: U4, (p) = o. Dabei steht, fur die Eckee,,, die
nicht in o vorkommt.

Mit der Bemerkung 4.11 missen fur einen Punlder im Inneren eines Simplex
7 liegt, nur solche betrachtet werden, die Seiten-Simplex wosind.

Ist p ein (k+1)-Seiten-Simplex, so dassein Seiten-Simplex vopist, dann be-
zeichne ich die sortierten Ecken vprals I, := (0q, ..., 01,-1,p1,,01,, - - - Ok).



24 Operator E : C*(T') — Q*(M)

Berechne den Koeffizienten zy, bis auf den Faktofk + 1)!:

Erinnerung: In jedem Simplex gilt: ZQO de;, = 0.

Z Wp (_1>lp

lpl=k+1
Sk(p)30
k+1
= E E (_1)s€is dﬁio/\"'AdEisA"‘/\deik : (—1)lp
p— Vv
Lo s=0 Erinnerung;, = py,, SONSt; = o
l,—1
= E E (—1)"ee, degyn - deg,n- - ndeq, Ay A, A---ndEg,
I, |s=0 ~ ~ o

(I,—1—s)Stellen

Lo+l 7
+ (=1)""7 €y, degyn---ndeg,  AdEy AdEg, A---ndEg,
H/—/

s=lp
k
st+lp+1 7
+ E (—1)* €o,degon---ndeg,  ndey ndeg N--ndEg, A ndeg,
s=lp h N

(s—lp)Stellen

— Z Z(—l)legsdﬁgﬂ/\---/\dEUS_l/\ [deplp} Neg, e ndeg, + €y degyn--ndeg,

1, s=0
. _
= E —€g degon---NdEq, A g dey, | ndegy A ndeg,  + E €py, A€gyn - ndeg,
5=0 1, I,
k Tk
= g —€5,d€gyn--NdEs, | A —E dég, | ndeg, A NdEg, + E eplpdeaoAm/\degk
5=0 L a=0 I,
k
= g €oydegyn- - Ndes,_ A [deq | ndeg,, A ndeg, + E €p, A€o+ AdEgy,
s=0 I,
k
= E 603—1-5 €, “degon- - Adeg, = degyn--ndeg, .
s=0 1,
NS
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5 Whitney-Satz: H*(Q(M)) = H(C*(T))

Die Gleichheit der Kohomologien kann entweder abstrakt begriindet werden, oder man
gibt einen Isomorphismus an. Von der Abbilduhgann man sogar fur die Ketten
zeigen, dass sie surjektiv ist. Die Injektivitat von | kann fir die Ketten nicht gelten, da
zwei unterschiedliche Formen auf einem Simplex das gleiche Integral haben kénnen.
Um zu beweisen, dass zwei solche Formen immer in der selben Kohomologie-Klasse
liegen, reicht es zu zeigen, dassuf den Ketten bis auf einen Rest injektiv ist und
dieser Rest iBild(d) liegt.

5.1 Whitney-Satz

Satz 5.1 (Whitney)
Die Kokettenabbildung : Q*(M) — C*(T) induziert einen Isomorphismus auf den
zugehdrigen Kohomologien.

Genauer: Es gibt eine Kokettenabbildung
E:C*T)— Q" (M)
und eine Kettenhomotopie
hi, - QF (M) — QF (M) fur jedesk € Ny
so dass fur allé € N gilt:

IoFE=id
(Eol)=id+hy

Also H (0 (M)) = H(C*(T)).

5.2 listsurjektiv: ToE =id

Die Surjektivitat fur die Ketten kann nachgerechnet werden Die Rechnung benutzt
mehrmals die Eigenschaft der T1-Funktion@ne; = 1 und ) de; = 0) und die
Eigenschaft, dass das Integral wén auf jedem Simplex fur jede T1 gleich ist.

5.3 Rechenregeln fir[ de;

Lemmab.2
Seir € N. Es gilthn €y degn---ndep_q =

Beweis:durch Induktion:

(=1)™!
(n+r)!

SeiZ,(r) = fAn €y degn - ndeép 1.
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(=1)"r!

o) fur allen € N.

Behauptung: Z,(r) =

r+1

1
- : I -
Induktionsanfang: Zi(r) = [, € dey = [T0+1:|0 ==

Induktionsannahme: Es gilt Z,(r) = %):)T,' far alle k < n.

Induktionsschritt n — n + 1: Es gilt:

Znia(r) = /+ €5 deon--- ndey,
AN 1

67”—1—1
Stokes = =0 degn- adey
9An+1 T+ 1

Fur jeden Seiten-Simplex, der der Ecke(fir i = 0,...n) gegendberliegt, ist das
Integral gleich Null, d&y, = 0 bzw. de; = 0 ist. Nur fur den Seiten-Simplex, der der
Eckee, 1 gegenuberliegt, ist das Integral ungleich Null. Auf diesem Seiten-Simplex
gilt >\ ex + \0/ = 1. Daher folgt mit der Induktionsannahme:

=€n+1
. €T+1
Zn—l—l(T) - - €n+1 T‘O%» 1 d€1/\---/\ den
Orientierung &ndert sich ug-1)"+1 =" de
-1 n+1
= (7“—1>—1 /714564rl dejn---n(—deg)
n — 1 mal tauschen
-1 2n+1
- % /n €6+1 d€0A~~-/\d€n_1
Lz
= - L (7 .
r+1
Also gilt:
(_1)7171
Zn r Zy(r +n—1
(r) (r+1) -(r+2)----- (r+n-—1) i )
IV (1)
 (r+n—=D!-(r+n) (r+mn)!



5.3 Rechenregeln fir[ de; 27

Korollar 5.3 (/T1)
Seieng . . . ¢, die T1-Funktionen zu den Eckpunkten..., e, desn-SimplexA™.
Dann gelten:

1. fA" dein---nde, = %,

2. fA" €0 dEl/\-~~/\d€n = ﬁ,

3. [an €z degiin---ndegndern---nde,_y = furz=0,...,n.

1
(n+1)!

Beweis:

/ dein---rdey, :/ dein---n de,, = (—1)/ dein---adeg
n n ~~ n N——

= Zg;é dey ('n-1) mal tauschen

= (202000 = (=" +<T:1—)n10-!|- - %

1:

2:
/ €o dern---ndey, —/ e dern---n  dey —(—1)/ €o dein---adeg
AT n S~~~ n N’
=— 317, dex (' n-1) mal tauschen
-y 11

= (=1)"Z,(1) = (=1)"

(1+n—1+1! (n+1)

3. Seil; : A" — A" eine%Drehung des SimpleA”. Also istU; ein orientierungs-
erhaltender Diffeomorphismus, der die Eckeauf die Eckee;_; (bzw. ¢y auf
e,,) abbildet.
SeiU,:=U;o---0Uj.
—_————

. _kmal
Dann gilt fir jedes: = 0, ..., n:
/ €z A€y ---Adepndegn - AdEy_q
= / Uyer AU epiin---AdU e ndUpegn - ndU €41
AR

:/ €0 dein---ndep_ond€p_gi1n---AdEpy,
An

B 1
C (n+ 1)

nach 2:
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Satz 5.4 { ist surjektiv)
Esqgilt/ o £ =id, also ist | surjektiv und E injektiv.

Beweis:Seic € C*(T). Es reicht zu zeigeni(E(c)) = .

E(c) = k! Z Wy Co

o=k
k
= k! Z Z(—l)seasdego/\---/\de}s/\---/\de%  Cy
‘0":,{,‘ s=0
Fur Formen auf einem-dimensionalen Simplex gilt
k
= k! Z(—l)seosdeoom~~/\de},5/\~~/\deok < Cy
s=0
= k! ¢, (— 1) €ogdeoy A+ Adeoy, + Z )€, deg, Adegy A -+ Ndég, A - Ndeo,,
~—~
L == Zlizl deqy
= kl-c, €ood€g A+ NdEg, + Z (—1)S+1€Usd60>\/\d501 Ao Ndegy A+ Adeq,,

s, A=1

= Kkl -c, €gdeos A+ Ades, + E (=) e, deg, Ndegy A=+ Ndéy_, A Ndeo,

s,A=1 ~
G\ s — 1 mal tauschen

k
+ E (=1)¥e,, deg, Adeoy A+ Ndésy Ao A de,

s, =1 V.
SAN =0, dade,, zweimal vorkommt
= k?' * Cy €odeoy A -+ Ndegy, —+ E H—l 605 Adegy A=+ A degk]
k
= Kkl-c, E €, Ndeoy A - Adeg,
5=0
=1

=kl-cr dey, N Ndeg,

](E(C)) = /AkE(C) :/Akk’!'co—'del/\-n/\dek:l{'!'Co—\/Akdq/\w-/\dek

—_—
-1
k
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5.4 Kettenhomotopieh

Die Kettenhomotopie muss einer Forreine Form aud3ild(d) zuweisen, sie ist al-

so abhéngig vor. Auf den Eckpunkten der Triangulierung soll die neue Form ver-
schwinden. Sie ist also auch abhangig von der Triangulierung. Der klassische Beweis
[19] zeigte, dass es diese Kettenhomotopie geben muss. In diesem Kapitel soll sie lo-
kal auf M definiert werden. Ohne die lokale Definition machte es sehr viel mehr Miihe
den klassischen Beweis auf déf-Fall zu Gbertragen, siehe [4].

Um die Eigenschaften valinutzen zu kdnnen und trotzdem nicht den Grad der Form
zu erhodhen, benutze ich den Prismaoper&toder vom Poincaré-Lemma bekannt ist

[8]. Die elementare Forny soll dazu dienen, die Triangulierungseigenschaften einzu-
arbeiten.

55 Pauf A"

Der Standard-SimpleA™ ist sternzusammenziehbar in Bezug auf jeden Eckpenkt
Es existiert also eine Homotopte : [0, 1] x A™ — A", so dass gilk;(1,e) = ¢; und
h(0, e) = id.

Ein Punktz in A™ kann mit Hilfe der baryzentrischen Koordinatéy, ...,t,) = =
beschrieben werden. Eine Sternzusammenziehung\Woawuf e; in diesen Koordina-
ten ist die baryzentrische Sternzusammenziehiyfigz) := te; + (1 — t).

Betrachte nun die Zurtickziehuign einer Formy € QF(A™) aufQ*([0, 1] x A"). Sie
|&sst sich zerlegen in

h*n = dtra + 0,
wobei o und 5 Formen sind, in denen kei-Anteil vorkommt undt € [0, 1]. Es
kommen also nudt,, ..., dt, vor. (Achtung:a und 8 sind unabhangig vont, aber
sie kdnnen vort abhangen.)

Erinnerung: Seienv ein Vektor und) einek-Form.
Dannist(vi6)(2?, ..., 2%) == n(v, 2%, ..., zF).
Alsoist (v 6) eine(k — 1)-Form.

Definition 5.5 (P)
Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.
Der PrismaoperatdP : Q*([0,1] x M) — Q*(M) ist definiert durch:

B6) = /;O(atJ 0)dt.

Definition 5.6 (P;)
Seih; eine Sternzusammenziehung uh aufe;, dann istP; : QF(A") — QF1(A")
definiert durch:
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Bemerkung 5.7
Dah*n = dtra + [ist, gilt

1
Pi == / a,
t=0

wobei die Koeffizienten von beziglicht integriert werden.

5.6 Eigenschaften voriP

Lemma5.8
P; ist linear.

Beweis:Seienn, 7 jeweils k-Formen, dann gilt:
Pn+i) = Ph(n+1)
zurtickziehen ist linear — ﬁ(h*(n) —i—h*(ﬁ)) — 75 (dt/\Oz—Fﬁ + th&+B)

- [wra= [ ar [ a=puerm)

Sein eine k-Form und- € R, dann gilt:
P(rn) = Ph*(rn) = Prh*(n) = Pr(dtra + 5)

= /tlora = r/tloa =rP(n).
Lemma 5.9 P;(d))

Sein eine k-Form, dann gilt:

Pi(dn) = —n —dPi(n) furk >1
und

Pi(dn) =nle;) —n firk = 0.
Beweis:Bezeichnel, das aul3ere Differential in Richtung des Simplex. Es gilt:

" zurUck_ziehe.nd
R (dn) MMM gp () = d(dina + B) = ddt aa — diado +

dp
=0

=dtA G f+das

Also ergibt sich:

1 n
0
Pi(dn) = / (aﬁ —da) = Blixan —  Bloxan —d/ .
=0 =0furk > 1, =n(e;) firk = 0, PN =2
dah;(1,0)=e; dah;(0,e) =id P;(n)

Da furn € Q° gilt P;(n) = 0, folgt die Behauptung.
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Definition 5.10 (Pr)
Seil = (i, ..., %) ein aufsteigend sortiertes Tupel mit Eintrdgen natdrlicher Zahlen
zwischen) undn. | soll den Seiten-Simplex voA™ mit Eckene;,, . .. ei,, reprasen-

tieren. Flrk > |I] istP; : QF(A") — Q=1+ (A™) definiert durch
Pr:="Py, 0 0Py

Lemma 5.11 P;(d))

Seil ein Seiten-Simplex vah™ und sein einek-Form, mitk > |/| dann gilt:

1]

Pr(dn) = =S (<1, io iy (1) + (1) aPr()

s=0
Beweis:durch Induktion

Induktionsanfang: Seil = (ig, 1)

Pf(dn) = Pil (Pio (dn)) = Pll( —n— dpio (77)) = _Pil (77) - Pil (dpio (77))
= _Pi1 (77) - ( - Pio (77) - dPilpio (77))
\_Pil (77) + Pio (772 + dpilpio (77)
—_——

—~
I — I
- ZL:lo(*l)SPuO AAAAA i;w-ui‘[‘)(n) —(—1)111+14P; ()

Induktionsannahme: Fir|/| = n gilt:
]

P1(dn) = — Z(_l)SP(iO ,,,,, 'i;,‘..im)o?) + (_1)|I‘+1d771(77)

s=0

Induktionsschritt: n — n + 1. Seill| =n + 1:

Pf(dn) = /P(ily-~~in+l)7)i0(d77) = P(Zl ,,,,, in+1)(_77_d73i0(77))

.....

Induktionsannahme (_ (_1)5’])(1,1 is+1,-~in+1)(,Pi (n) + (—1)n+1d77(1'1,“.in+1)(Pio (ﬁ)))

s=1

+ (=1)""dP1(n)
11

= _Z(_l)sp(z‘o ..... z-;,,...im>(77)+(—1)”'“d7?1(77)-
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Satz 5.12 (. m)
Sein € QF(A*), und seiP definiert durch die baryzentrische Sternzusammenziehung

hi - [0,1] x AF — A*, dann gilt:

(V" [ n=Pucyo- 0 Py (e

Beweis:1. Schritt:

Seix = (g, ..., xx) € A*.

Seipr; : AF — [0,1], furi = 0, ... k die Projektion auf dié-te Koordinate.
Auf dem Simplex gilt:dxg = — Z?Zl dxj, daher lasst sich schreiben als:

ne = f(x)dzin- - rdzy.

Seih; : [0,1] x A* — AF die Sternzusammenziehung auf den EckpunkDie
Zuruckziehung ist dann:

honeo.e = f(ho(to, ) d(proo ho(to,x)) n---ad (pri—1 o ho(to, 7))
Definiere die Komposition:

H 2 [0, 1% x AR S50 (g )it 5 AR 05 Ty A
SetzeH; := pr; o H. Berechne die Zurtickziehung der Komposition:

H*n(tOw-tk—l,x) = f(H(to, e tk:—l, ZE)) dH0<t0, . tk—l, $)/\---Ade_1(t0, e tk—la :L’)

FardH; qilt:
k—1
0H;
dH; = ——dt;
jzz(; 8tj J + Z_: an

ﬁ—/

. Diese Summanden fallen beim
Einsetzen vordty 11 .. .10tg weg

Nun setze ein:

(Oti—10 (... (tos H*n)))

= fH) |0tpao(..(Ots >

Permutationr

auf (0, ..., k—1)

dtroyn--- Adlr(k-1) ))

= f(H) [0tiaa(...(Otos Y sign(m) OHy — OHi dton - rdty_1 )))

— fH
fUH) det(atj)A0
27]
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2.Schritt: Um die Transformationsformel benutzen zu kbnnen, muss sichergestellt wer-
den, dasd{(¢, z) fur den Punktr = ¢, ein Diffeomorphismud™ — U = A™ ist.

H(tyot, toox) = hiet (. (h (ho(te, ) = hit (... (hn (foeo + 2(1 — 1))

k-1 k—1
= toeo H(l — tj) + ... + tk_gek_g H (1 - tj) + tk_lek_l
j=1 j=k—1

k—1
+z[J1-1)
7=0

Also ist H ein Polynom, also stetig und differenzierbar.

Fur die Steller = ¢, verschwinden die Koeffizienten venmit: =0...%k — 1 genau
dann, wenrt; = 0 oder wennt; = 1 (fur j > 7) ist. Nur der Rand vod wird auf den
Rand vonA™ abgebildet.

Die Umkehrabbildung an der Stelle= ¢, ist:

_ bo b2
E{ 1|6k(bo ce bk) == b o ( ) bk,1
) ) B by ) ) . )
(L= bpr) - (1= 75 5) (1= (1=bg—y)-(1— 52 ) L= b

T T=bp

Da der Rand vom\" eine Nullmenge ist, reicht es, dag§., auf dem Inneren ein
Diffeomorphismus ist. Hier ist das Polynofi!|., definiert. Also istH]|., ein Dif-
feomorphismus auf dem Inneren.

Berechne nun das Vorzeichen der Determinate der Jacobi-Matrix an deregtelle

k—1
[Ja-1) 0 0 0
j=1
k—1 k—1
~to[J1—t) -t 0 0
j=1 j=2
i#1
OH, k—1
(0tj )i,jo B : 5 0 0
k—1
(1—t;) 0
j=k—1
k—1 k—1
~t [] 1 -1t;) ~trs [ (1 1) —tp 1
jR1 pm

Auf der Diagonalen stehen nur positive Werte, aIscddst(%) B positiv.
7/ i,j=0
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3.Schritt: Berechne die rechte Seite:

P—1y 0+ 0 Pry(n)(er)

1
= Pr-1yo--- 0Py (/ Otoa hyn dt()) (ex)
to=0

1 1
= / ((’*)tk_p h;;—l . / (8t04 hE;T]) dto . ) dtk_l(ek)
tr—1=0 to=0
1 1
= / . / (8tk_1 (J . (6t0J H*(T])))) dto ce dtk_1(€k)
t to=0

k—1=0

k—1
= / o FHC ) - det (M> 1) dty. . dt
[0,1]F atj i,5=0

TransfomEtionsformel%}J%x)dt0 cody, _/ (—l)kf(l’)dxl/\“‘/\drk = (_l)k/ n
o Ak Ak

Bemerkung 5.13

Der Beweis nutzt, dass die Hintereinanderausfihrung der Sternzusammenziehungen
ein Diffeomorphismus auf dem Inneren ist. Das gilt nicht nur flr die baryzentrische
Sternzusammenziehungen, sondern fir jede Sternzusammenzighaufg\™ mit der
Eigenschaft, dass die Einschrankung auf jeden Seiten-Simplex A™ mit e;, € o,

wieder eine Sternzusammenziehung ist,
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5.7 Pauf M

Nun soll der OperatoP auf der ganzen Mannigfaltigkeit definiert werden. Im ersten
Schritt wurdeP fur jeden Simplex definiert (siehe 5.5). Als nachstes zeige ich,Bass
fur zwei aneinander grenzendeSimplices auf dem gemeinsamen Rand gleich ist.

Seie; eine beliebige Ecke in der Triangulierung. Die Triangulierung sei so fein ge-
wahlt!, dass der Stern von ganz in einer Karte der Mannigfaltigkeit liegt.

Auch der Stern ist sternzusammenziehbar, daher gibt es eine Sternzusammenziehung
h; von Sterng;) aufe;.

Da P fiir Mannigfaltigkeiten definiert war, kann man die Definition vBnzur folgen-

den erweitern:

Definition 5.14 (P;)
Seih; eine Sternzusammenziehung von Stejrgufe;, dann ist:
P; : QF(Sterng;)) — QF'(Sterng,))

definiert durch: .

5.8 Formen-Verringerungsabbildungwvy : Q¥ (M) — Q1(M)

Definition 5.15
Fir einenk-dimensionalen Seiten-Simplexvon A™ mit angeordneten Eckény, . . ., oy)
definiere den Prismaoperat@®:: QF(A™) — QY(A™) durch:

P, =P, 0:---0P,.

Definition 5.16
Sein € QF(M). Definiere:

vE(n) = Z lo|! wy A Py(n),

0<|o|<k

Nach der Definition der elementaren Fowy verschwinden an einem Punktfast
alle Summanden. Nur die Terme der Seiten-Simplices von einem Simplex, in dessen
Inneren der Punkt liegt, bleiben Ubrig. Hier ist der Prismaoperator definiert.

“Die simpliziale-Kohomologie von M ist fiir jede Triangulierung von M isomorph.
Eine Mdglichkeit die Triangulierung zu verfeinern, besteht darin, fir jeden Simptien Mittelpunkt
von o als neuen Eckpunkt hinzuzunehmen und ihn mit allen alten Ecken wzorverbinden.
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5.9 Rechenregel flurvy
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5.9 Rechenregel flurvy
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Satz 5.19
Es gilt:

[s]

Y ol A [ D D) Pl @) | = D ol dws AP (n).

1< g|<k+1 s=0 0<|o|<k

Beweis:Fur einen Punkt verschwindet,, nur dann nicht, wena ein Seiten-Simplex
von 7 ist, wobeiz im Inneren vonr liegt. Fur den Punki brauchen also nur solclwe
betrachtet zu werden, die in einem Simptekegen.

Da eine Auswahl vork Ecken eineg:-Simplex ein(k — 1)-Simplex bilden, kommen
in der Behauptung auf beiden Seiten die gleicli&rvor. Seio ein festes k-Simplex
und betrachte die Koeffizienten vdty:

Um auf der linken Seité®, zu erhalten, braucht man ein (k+1)-Simplex= o + p,
das beim Weglassen seiner Eckgn= e, das Simplex erzeugt.

SeienP = (py, . . ., pp|) die Ecken vorr, die nichtino vorkommen. In dieser Schreib-
weise erhalt man fur die linke Seite:

|P| lo|+1
Z Z o +p¢|!wo+p¢ A Z (_1)87)(@0 ,,,,, Ssyeens <\a\+1)(77)~
0<|o|<k ¢=0 5=0

Dac¢ durch Weglassen derten Ecke zw wird, gilt fur s = r:

Zusammen miglf:'o (1QI + 1) wgqyp, - (—1)" = |Q[!dwq aus Lemma 5.18 folgt:

|P| lo|+1
Z Z |0+ pg|'wotp, A Z (=1)*Poy...., Ur—lpAdnUrm;O'\o-\)(n) = Z |o|ldws APy
0<lo|<k =0 =0 0<lol<k

5.10 I istfastinjektivi E oI —id = (vg1d) + (dog)

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, d&ss [ — id = Kozykel auf Kettenebene
ein Kozykel ist.

Satz 5.20
Fiurk=0,1,...,pqilt:

Eol—id=wv10d+douy.

Also ist/ bis auf einen Kozykel injektiv.
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Beweis:Sein € Q%(M), wobeik > 0 . Erinnerung: Lemma (5.11) liefert:

lo|

Po(dn) = (=1)'dP,(n) =Y (1) Plog,...00,...00,) () fiir o] < £,
s=0
und zusammen mit Lemma (5.9) gilt:

k
Po(dn) = (=1 Poyon)(1)(€0r) = D (1) Plo....tuvron (1) FlF 0] =

Beobachtungt—1)"P,, ., (n)(es,) °2? f.n ef I(n),.
Weiter ergibt sich:

Vpa1(dn) = Z lo|lw, A P, (dn)

0<|o|<k+1

— Z|a]!wa. \(_1)k73(00 77777 kal)(n)(eak)J + Z \o[!wa/\((—”lalﬂdpa(n))

o=k ey 0<|o|<k

-
=%

0<|o|<k+1 s=0

o]
- > U!wo/\(Z(l)sP(oo ..... Gor aa>(n)>

0=|o| 5=0
=
= E(Im)+n — Y lo|'dwnPs(n) + x
0<|o|<k
Und da:
dwen) = > (lofldws APe(n) + (=1)|o|lw, A dP(n))
0<|o|<k
= > lofldws APs() = > (=1 ollw, A dPy(n) ist,
0<|o|<k 0<|o|<k

TV
=x

folgt insgesamtuy, ;1 (dn), + d(ven), = E(I(n)) + 7. ©
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Teil I
Multiplikation

Auf beiden Kohomologie-Theorien sind Produkte definiert. In den folgenden Kapiteln
werden die Produkte definiert und gezeigt, dass die Abbildudgemd £ mit ihnen
vertraglich sind.

6 Wedge-ProduktA

Auf der de Rham Kohomologie gibt es das bekanaRrodukt. Seine Definition und
Eigenschaften werden kurz wiederholt. Zur Vertiefung ist [8] geeignet.

6.1 Definition A

Definition 6.1 (A auf einem Vektorraum)
SeiV ein reeller endlich-dimensionaler Vektorraum, und seiea Alt?V undn €
Alt?V. Die durch

1 .
wAN(V1, .. Upig) ::p'_q' Z SigN(<) - w(vg,, -+ Vg,) * N(Vepiys - - -5 Vepiy)

< Permutation

von(l...p+q)
definierte alternierend@ + ¢)-Form heif3t das Dachprodukt vanundn.

Definition 6.2 (A auf M)
Sei M eine Mannigfaltigkeit.
Das Dachprodukt ist eine Abbildung : QP(M) x Q4(M) — QPT(M), definiert
durch:
(WAN)z = wWe A 1.

6.2 EigenschaftemA

Bemerkung 6.3
Das Dachproduka : Alt?V x AltYV — Alt?*?V hat die folgenden Eigenschaften:

1. Aist bilinear.

2. A ist assoziativ.

3. Aist graduiert antikommutativ.

4. Eine0-Formg € Alt°V = Reerfiillt: g Aw = g - w fir allew € Alt"V.

5. A ist mitlinearen Abbildungerf : M — M vertraglich:f*wA f*n = f*(wAn).
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7 Cup-Produkt U

7.1 Definition U
Erinnerung: C*(T) := HOM(C.(T),R)

Definition 7.1 (Approximation der Diagonalen)
Eine Approximation der Diagonalen & ist eine naturliche Transformation (also fur
Kokettenkomplexe eine Kokettenabbildung). C,.(7) — C.(T) ®r C.(T') , die fur
og € So(T>

(I)(O'()) =0y X (o)

erfullt.

Definition 7.2 (Cup-Produkt)
Der (kontravariante) HOM, R) Funktor tUbertragt die Approximation der Diagonalen
® in die Koketten. Die Abbildung:

U:CHT) ® CHT) % Hom (C.(T) @ C,(T) , R) — C*(T)
heil’t Cup-Produkt.

7.2 verschiedeneJ-Produkte

Auf den Ketten kann man viele verschiedebh@lefinieren, aber sie liefern (nach [5])
auf Kohomologie dasselbe-Produkt. Im Folgenden wird gezeigt, dass es auf simpli-
zialen Koketten einJ-Produkt gibt, welches mit der Abbildunigvertraglich ist.

Seien im Folgenden = (a,) € CP(T) mita € S,(T), b = (bg) € CUT) mit
B e Sy(T)unde = (cy) € C"(T) mity € S,.(T).

Um ein Produkt auf den Koketten zu definieren, das auf die Kohomologie tbertragen
einU-Produkt ist, reicht es, Abbildunger¥ (7)) @ C4(T) — CP™4(T) zu konstruieren,
die folgende Eigenschaften erfillen:

Approximation der Diagonalen: (f U f)(00) = foy - foo
Kettenabbildung: d(a Ub) = (0(a)) Ub+ (—1)Pa U O(b)

7.2.1 Alexander-Whitney-Produkt:

Definition 7.3
Die Abbildung

.....

heil3t Alexander-Whitney-Produkt.
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Lemma 7.4
Das Alexander-Whitney-Produkt bildet auf KohomologieleiRrodukt.

Beweis:
Approximation der Diagonalen: (f U, f)(00) = foo - foo

Kettenabbildung: 9(a U, b)(0o, . .., 0pigr1) = St d (=1)i(a Uy b)) =

p pt+q+1l
= Z(_l)za%‘(do 77777 opt1) b(0p+1 77777 ogtpr1) T Z (_1)1a(007--~0p)) 'bUi(Up 77777 Oqtp+1))
=0 i=p+1
1
= ((a(a)(ao 77777 O'p+1)) - (_1)p+ Aty i1 (00, ... O'p+1)) b(‘"p+1 77777 Og+p+1)

+ a(UO ----- ap)) ’ (_<_1)pbup(0p ----- Uq+p+1))+(_1>pa(b)(‘7p ----- Uq+p+1))
= (9(a)) Ua b+ (—1)Pa U, 9(b)

<&
Eigenschaften des Alexander-Whitney-Produkts:
Assoziativitat: Sie folgt aus der Assoziativitat der reellen Zahlen:
(CLUab)UC(O ..... Dy p+q....,p+qg+r) = (CLUab)(O ..... Dy p+q) - Clp+gq,..., p+q+r)

nicht graduiert kommutativ: Besonderes Gewicht bekommt die letzte Ecke vom er-
sten Faktor (p), da sie von a und b ausgewertet wird. Eine andere Anordnung der
Ecken liefert ein anderes Produkt. Deshalb ist dieses Cup-Produktgnaxdhi-
iert kommutativ.

alU, b(x,y, z) = a(z,y) - bly,z) # b(z,y) - aly,z) = bU, a(z,y, z)

7.2.2 Misch-Produkt:

Um die Anordnung der Ecken vernachlassigen zu kdnnen, bildet man den Mittelwert
der Alexander-Whitney-Produkte jeder mdglichen Auswahl an Ecken. Um Antikom-
mutativitat zu erreichen, multipliziert man mit einem geeigneten Vorzeichen.

Definition 7.5 (sign(Z, J))

Seien/ und J aufsteigend sortierte Tupel mit Werten aifs...,n}, so dass jeder
Wert in [ oderJ angenommen wird und es genau einen Eintrag gibt, dérund .J
vorkommit.
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Sei alsoi, = j,.
Dann ist sigii/, J) definiert als das Vorzeichen der Permutation, die

Permutauon ~ . . ~
) (

(x+y+1),...,n,0,....(z+y—1 G0y - ey e Ty JOy - - o5y - oo s Jq)

uberfuhrt multipliziert mit(—1)**v.
Also:
sign(Z, J) := sign(Permutation- (—1)**Y.

Definition 7.6 (Misch-Produkt)
Seien/ und.J wie zuvor gewahlt. Seir = (0,...,p+ q)
Das Misch-Produkt oder ,shuffle product” ist definiert durch:

_plgt :
(aUp b)y = ptatl Z Ay (o) * buty (o) - SIGN(T, J).
|1=p

| und J repréasentieren, als aufsteigend sortierte Tupel, geordnete Seiten-Simplices von
o, mit der Eigenschaft, dagsund.J genau eine Ecke gemeinsam haben.

Bemerkung 7.7

Die Anzahl der Summanden berechnet sich durch:

Wahlep + 1 Elemente aug + ¢ + 1 Elementen aus. Hierzu gibt é%*q“) Méglich-
keiten. Wahle nun aus diesent 1 Elementen eines aug)(

Dies erglbtp+q+1 Moglichkeiten, d p”“) (p+ 1) = et

plq!

Lemma 7.8
Das Misch-Produkt bildet auf Kohomologie eirProdukt.

Beweis:
Approximation der Diagonalen:

o0to!

(f U f)(00) = 07041

Z fu] (00) fUJ(UO) on ) on

[1]=0

Kettenabbildung: Da das Alexander-Whiney-Produkt eine Kettenabbildung ist, ist es
auch das Misch-Produkt.

Bemerkung 7.9

Durch Nachrechnen lasst sich zeigen, dass das Misch-Produkt graduiert kommutativ
(assoziativ) ist. Im folgenden Kapitel wird gezeigt, dass das Misch-Produkt mit den
Abbildung E und I vertraglich ist. Aus der graduiert Antikommutativitat (Assozativi-

tat) des-Produkts folgt dann direkt, dass auch das Misch-Produkt graduiert antikom-
mutativ (assozativ) ist.
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8 Multiplikativitat von I und E

8.1 Rechenregel flrwy

Seienly, = (g, ...,ip) undJy, = (do, . . .,1%,) aufsteigend sortierte Tupel mit Werten
in {0,...,n}.
Mit den Eigenschaften:

l.p+qg=n
2. Iy, undJ, , haben genau ein Element gemeinsam.Sei j,,.

Bemerkung 8.1
Setze:

o = dEign-ndEg - ndE,

Seiene, T1-Funktionen in Bezug auf die offenen Sterne der Eckpuapkt . , e, eines
Simplex. Fur sie gilt

° Zzzo €\ = 11
* > a—odex =0, alsoide, = =3\, den.

Lemma 8.2 (Tausch-Lemma)
Fir s # y gilt:

/\d€J0 = (—1)y+sd€[0

dEIO ..8...q

/\dEJO

E..p LZ...p Y..q

und fars # z gilt:

= (—1)m+sd€[0 /\dEJO

Beweis:

Idee: "Nutze die Eigenschaften der T1-Funktionen; ersetzéegin

Es kommen fast allée, vor, daher fallen fast alle Summanden weg.
1. Fall: Seis # y

A.A;a“p/\dEJo

= dejon-Adeg A ndeg ndejon - ndej n-ndej, A ndeg,

= de;on-- A€ A AdEgNdEG N AEG AN — E de), A ndeg,
A=0,A#jy
~—_———
bis auf furA = jg
kommen alle Summanden schon vor
= (=1)dejgn---ndej n---nde ndejon---dej, n--ndej, A adej,
————’
y—s—1

= (_1)y+5d610
Die anderen Falle genauso. o

/\dGJO

LZ..p Y..q
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a7

Erinnerung:

k

Wiy, = E (—1)%€; deign---nde; - nde,

s=0

Lemma 8.3 ¢y wy)
Es gilt:

Beweis:

Beobachtung: Es sind nur die Produkte ungleich Null, fir die in hochstens einem Fak-

tor de;, bzw. de;, vorkommt.

x
Wiop\Wo,q = (_1) Eizdefo &

+ (Dede o, ) (<1)

0<s<gq
s7Y
+ Z (_1) 67ISCiEIO.4.s.4.;) <_1)
0<s<p
sF#x
Tausch Lemma= (—1)I+y€u €5, T ( 1)674

(e, =€) = €, - (=1)" | e, + Z €j. T Z €i,
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8.2 list mit den Produkten auf Kohomologie-Niveau vertraglich

Fir die Kohomologie-Theoriell ;z(Q2*(M)) und H.;y,,,(C*(T')) ist also jeweils ein
Produkt (\ undU) gegeben. Zwischen den Kohomologien gibt es einen Isomorphis-
mus, induziert durcli (= [, w). In welcher Beziehung die Produkte zueinander stehen
wird im folgenden gezeigt.

Satz 8.4
I ist mit den Produkten auf Kohomologie-Nievau vertraglich. Also kommutiert folgen-
des Diagramm:

H? (M) @ H (M) 2L HP ()@ HY (T)

simp simp

°| lv

HP+(M) L HP+(T)

simp

Beweis:
Da auf Kohomologie-Niveau~!) = E gilt,
reicht es zu zeigen:

EQFE

P(M)e QM) — CP(T)® CUT)

3 |0

araM)y L orre(T)

Seia € CP(T), und seb € C(T).

(E(a) NE(b)) = |[p Z weay | N | q! Z Web,
lo|=p lpl=q

Nur wenno undp Seiten-Simplices von einem Simplex sind,
in dessen Inneren der Punkt liegt, verschwinden wegdarochw,.

= plq! Z We N W, Gy - b,

|o|=p, |p|=a

,p Seiten-Simplices Oft kommtde

Szweimal vor

Lemmaw, nw,83 = plg! > a5 by (—1) s des, . Ndey, .

. |o|=p,lpl=q
Seiten-Simplices mitrs=p,-
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Nun betrachtel ((E(a) A E())) =

= / p!(]! Z Qg - bpeasdeao,m,g ,,,,, p A depo ,,,,, Frong (_I)H_S

) lol=p,|pl=q
Seiten-Simplices mitrs=p,

signf.p) = / p!q! Z Qg - bp : sign(a, p) ’ 67—8dET(s+r+l,.A.n,0,s+'l‘—1)
T

. |o|=p,|pl=q
Seiten-Simplices mits=p,

= p'q' Z ao‘ : bp : Slgr(07 p) : /ETSdeT(s+r+1,..4n,0,s+r—1)

. |o|=p,|pl=q T
Seiten-Simplices mits=p,-

: 1
Korollar5.3 = plg! E Qg - bp . S|gn(a, p) T
. lo|=p,lpl=q p T q +1
Seiten-Simplices mitrs=p,
= (aUb)
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Teil 1l
L? - deRham Satz

9 L2-de Rham Kohomologie

Sei M eine freie cokompakte G-Mannigfaltigkeit mit FundamentalbergicHn die-
sem Kapitel wird ftirM die reduzierte und die unreduzierté-de Rham Kohomologie
definiert.

9.1 Definition €23 (M)

Definition 9.1 (Q*(M)) i
Die Formen mit kompaktem Trager alf werden mit

Q7(M)
bezeichnetQ: (M) ist eine Teilmenge vof*(M).

Die Formen mit kompaktem Trager sind (iber die ganze Mannigfaltigieittegrier-
bar, da sie nur auf einem Kompaktum nicht verschwinden.

Definition 9.2 (LP-Norm auf Q*(M))

Seil < p < co. Seiw € Q9(M). Dann ist durch:

o= ( |w<x>|”dvoz)’l’

eine Norm definiert. Sie heid”-Norm. Dabei isfw(z)| der Betrag (die Lange) des
Vektors im Tangentialraum an

(Q:(M), ]| ® ||,,) ist nicht vollstandig.

Definition 9.3 (€%(M))
Die Banachraum-Vervollstandigung véh (M) beziiglich einef.”-Norm heiRt Raum
der LP-integrierbaren Formen {ibéd. Er wird mit Q;(M) bezeichnet. Die Formen

w € Q5 (M) erflllen||wl|, < oo.

Die Formen inQ2y (M) sind zwarLP-integrierbar, aber nicht mehr notwendigerweise
stetig.
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9.2 Definition der L2-de Rham Kohomologie

Fur die Definition derLz-de~Rham Kohomologie ist nattirlich die Vervollstandigung

bezuglich der.?-Norm Q%(M) von besonderer Bedeutung. Zu#-Norm gibt es ein
Skalarprodukt.

Definition 9.4 (L2-Skalarprodukt auf 95(1\7[))

Seienw, n € Q2(M). Das Skalarprodukt definiert durch:

(wym)p2 = /M<Wxa77x>AZtP(TzM)dU0l

heiRtL2-Skalarprodukt.

Das L2-Skalarprodukt lasst sich auch auf die Vervollstandign@jg\/) fortsetzen,

also istQ25 (M) sogar ein Hilbertraum.

Bemerkung 9.5 d,,.;n)
Der Randoperataf ist nur fur Formen mit kompaktem Trager definiert. Er lasst sich
wie in [1] gezeigt zu

Aimin = (d : Qc(M) — Q,(M))min
fortsetzen.

Definition 9.6 (Unreduzierte LP-de Rham Kohomologie)
Da gilt Kern(d) C Bild(d), gilt auchKern(d,,;,) C Bild(d,;,). Der Raum :

HY (1) = Kern(d?

dRP min

)/ Bild(d?)})

heil3tg-te unreduziertd.’-de Rham Kohomologie.

Leider ist die unreduzierté?-de Rham Kohomologie nicht notwendigerweise wieder
ein Hilbertraum. Das motiviert folgende Definition.

Definition 9.7 (Reduzierte L2-de Rham Kohomologie)
Der durch:
) / Bild(d%.})

min

HY (3r) = Kern(d]
dR

definierte Hilbertraum heit g-te reduziefté-de Rham Kohomologie.

Als Quotient von abgeschlossenen Teilmengen eines Hilberraums ist die reduzierte
L?-de Rham Kohomologie wieder ein Hilbertraum.
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10 [%-Simpliziale Kohomologie

SeiT eine aquivariante glatte Triangulierung v mit G-invarianter lokaler Ord-
nung.

Bemerkung 10.1

Die Ecken vonT" kdnnen nun nicht mehr global geordnet werden, da die Ordnung
G-invariant sein soll.

10.1 Definition C;(T')

Ahnlich wie fiir die L2-Formen werden di&-summierbaren Koketten aus einer Un-
termenge der simplizialen Koketten konstruiert.

Definition 10.2 (C;(T)) i
Die beschrankten simplizialen Koketten dufverden mit

Cy(T)
bezeichnetC; (T) ist eine Teilmenge vo™* (7).

Die beschréankten simplizialen Koketten &lifsind tiber alle Simplices summierbar,
da die Koketten nur fur endlich viele Simplices nicht verschwinden.

Definition 10.3 ¢?-Norm auf C(T))
Seil < p < o0. Seic € C(T). Dann ist durch:

SR

lellp=1{ > ca”)

O’ESq(T)
eine Norm definiert, sie hei®t-Norm.
(C#(T), || #|l,) ist nicht vollstandig.
Definition 10.4 (C(T))
Die Banachraum-Vervollstandigung vai (7)) beziglich einei?-Norm heiRt Raum

der{P-summierbaren simplizialen Koketten &lfsie wird mitC;(7") bezeichnet. Die
Kokettenc € C(T) erfiillen||c||, < occ.

Im Gegensatz zu den Formen bilcd'_@t(f) einen Subkomplex voa™ (7).
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10.2 Definition derlP-simplizialen Kohomologie

Fur die Definition detQ-simpliziaIen Kohomologie ist natirlich die Vervollstandigung
bezuglich deri>-Norm C;(T) von besonderer Bedeutung. ZiifNorm gibt es ein
Skalarprodukt.

Definition 10.5 (2-Skalarprodukt auf C¥(T))
Seienc, d € C}(T). Das durch:

(c,d)p := Z Co - dy

o€Sp(M)
definierte Skalarprodukt heiftSkalarprodukt.

Das!?-Skalarprodukt lasst sich auch auf die VervollstandignGigl’) fortsetzen. So
wird C;(T) ein endlicher Hilbert\V'(G)-Koketten Komplex mit Skalarproduké, e) ;2.
Jeder Simplex der Triangulierung ist Seiten-Simplex von nur endlich vielen Simplices.
Da7 G-invariant und)/ cokompakt, alsd/ kompakt ist, ist das Maximum der An-
zahl der Simplices, die einen Simplex gemeinsam haben, endlich. Setzalieses
Maximum.

Bemerkung 10.6 §)

Der Randoperatod ist fur jede simpliziale Kokette definiert, also auch fir die
summierbaren Koketten. Da die Anzahl der Summanden bei der Randabbildung durch
k beschrankt sind, ist der Rand eii&summierbaren Koketten wiedBrsummierbar.

Zur Erinnerung:
n+1

(60)0 = > (—1)er(o)-

1=0
Die genauer Rechnung zum Beweis findet sich in [7].

Definition 10.7 (UnreduziertelP-simpliziale Kohomologie)
Ahnlich wie fur Formen setze:

HY (1) = Kern(6% 7)) / Bild(8" ¢, 7).

Diese Gruppe heif§tte unreduzierté’-simpliziale Kohomologie.

Um nun auch fur dig¢?-simplizialen Koketten einen Hilbertraum zu konstruieren, be-
trachte folgende Definition.

Definition 10.8 (Reduziertel?-de Rham Kohomologie)
Der durch:

HY (T):= Kern(6|¢,(7y) / Bild(07 ¢, (7

simp’

definierte Hilbertraum heif3t-te reduzierté?-simpliziale Kohomologie.
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11 Multiplikativitat des L2-de Rham Isomorphismus

11.1 Isomorphie

Die Isomorphie zwischen der unreduziertthrde Rham Kohomologie und der un-

reduzierten/?-simpliziale Kohomologie kann mit Hilfe der ,sheaf‘-Theorie gezeigt
werden. Beweis-Fragmente kénnen in [13] gefunden werden.

Fur die reduzierterd.?- bzw. [?-Kohomologien kann man, ahnlich wie fiir die Koho-
mologien im klassischen Fall, die Operatoreand E definieren.

Mittels Hodge-Zerlegung lasst sich zeigen, d&%(m isomorph zum Raum defr?-

integierbaren, glatten, harmonischen Forrﬁ%r)](M) ist. FUr gentigend grof3ast die
Inklusion /7, (M) inden(k — x)-ten Sobolev-Raunt/ (Wk=*QP(M)) ein Isomor-
phismus. Auf den Sobolevraumen lasst sichnalog zum klassischen Fall definieren
und bildet die Umkehrabbildung zti. Der zusammengesetzte Isomorphismus heif3t
L?-Hodge-de Rham-Isomorphismus.

@R (2) simpP

H on= M, (M) = H, (WQr(M)) 5 H,(T)
—— \ v

VvV
L2—Harmonische Formen Sobolev-Raume

Der Beweis findet sich in [4] oder zusammengefasst in [11]. In diesem Beweis wird
viel Kraft fur die Injektivitat vonI verwendet, wahrscheinlich geht es mit einem auf
denL?-Fall angepassten Prismaoperator leichter.

In diesem Kapitel soll angedeutet werden, warum der Isomorphismus fiir den reduzier-
ten Fall auch mit der den Produkten vertraglich ist.

11.2 Satzz.L? AN L? € L!

In diesem Kapitel soll fir den Spezialfgll + ¢ = dim(M) gezeigt werden, dass
auch der.2.-Hodge-de Rham Isomorphismus in gewisser Weise mit der Multipikation
vertraglich ist. Da das Produkt zweiét-integrierbaren Funktionen (0-Formen) nicht
notwendigerweise wieddr*-integrierbar ist, bildet fur dié.?>-de Rham Kohomologie
dasa-Produkt kein Produkt nacfi,.

Satz 11.1 ) )
Seienv € Q5(M) undn € Qi(M) dann gilt:

wAn e QLTIM).

Beweis: Da M cokompakt, reicht es sich A 7 in einer KarteU in lokalen Koor-
dinaten anzuschauen. In lokalen Koordinaten seiea Zm:p frdzi n---adz;, und
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1=\ sj=q 974Tj, A nda;,. ES folgt:

/ |(w A n)(x)|dvol = / \ Z fr(z x)dwi A ady, A dzja--adag,|dvol
U
< [ S ) a@) =X [ 1) gsla)ldvol
v IJ 1J 7Y
endllch

Cauchy Schwarz
/ o / o) <

o

Fur diel?-Koketten hat man das umgekehrte Problem: Dd&odukt zweiel?-Koketten
liegt zwar sicher wieder i@ (7'), aber ist es auch-summierbar?

Satz11.2 )
Seiern € CY(T') undb € C§(T). Dann gilt:

aUbe CPYT) c CVrY(T)

far das Misch-Produkt),,,

Beweis: Jeder Slmplex der Triangulierung ist Seiten-Simplex von nur endlich vielen
Simplices. D& G-invariant und)/ cokompakt, alsd/ kompakt ist, ist das Maximum
der Anzahl der Simplices, die einen Simplex gemeinsam haben, endlich./Salze
dieses Maximum.

Seia € CH(T) Mit Y-, g 7 lao|* = aund seb € CH(T) mit Y-, ¢ 7 [bo|* = 5

plq! .
laUnblln = > P > vy by - sign(l, J)

TE€Sp+q(T) H/—/ =p

Q- Z Z ‘QUI bUJ(T

TE€Sp+q(T) [I|=p

IN

< QY Dl Yo lue|
TESp+4(T) I|=p |J|=¢
=< Yo Dol [ Y D el
TESp4q(T) |I|=p TE€Sp+q(T) |J|=¢q
< Q-Vk-a-Vk-b < o0
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11.3 Rechnung fur den Spezialfalp + ¢ = n

Sein := dim(M). Das Integral einen-Form Uber) ist, genauso wie die Summe
einer simplizialen Kokette tiber alltedimensionalen Simplices, eine reelle Zahl.

Satz 11.3 ) .
Seieru € CY(M), undb € C§(M) mitp + ¢ = n. Dann gilt:

/~ I(B(a) NE(®) dvol =Y (aUb),

M €S (M)

Beweis:analog wie fur den klassischen Fall:

(E(a) NE(b)) = |[p Z wety | A | g Z Web,
lo|=p lpl=q
Nur wenno undp Seiten-Simplices von einem Simplex sind,

in dessen Inneren der Punkt liegt, verschwinden wedarochw,,.

= plg! Z We AWy Ay - b,

|ol=p, |p|=q

o,p Seiten-Simplices,2ft kommtde

Szweimal vor

Lemmaws Aw, 83 = plg! Z Ay b, (—1)" e, dey,

. la|=p,|pl=q
Seiten-Simplices mits=p,-

yeensSye,p 0 T PO, T,

Daa,b € Cy(T), gilt auch:
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Nun betrachtel ((E(a) A E())) =

= / plq! Z Uy - bp€g,desy o » N depy . ;... P (_1)T+s

. lo|=p,|p|=q
Seiten-Simplices mits=p,

sign,p) = / p!q! Z Qg - bp : Sigf’(a, p) ’ 67_5dET(errJrl,..,n,O,.s#»rfl)
-

) lol=p,lpl=q
Seiten-Simplices mitrs=p,

— plg! Z Ay by sign(o, p) - /67'8dET(s+r+1,“.n,0,s+'r—1)

T

|o|=p,|p|=q

Seiten-Simplices mits=p,-
. 1
Korollar5.3 = plg! E Qg - bp . S|gn(a, p) e ——
+q+1!
__lel=p,lpl=q pT4
Seiten-Simplices mitrs=p,

= (aUb).

Der Isomorphismus zwischen der reduzierfiére Rham- und der reduzierten simpli-
zialen/?-Kohomologie wird durch Inklusion und Integrieren gewonnen. Im Spezialfall
p+q = nistdas Integral mit den Produkten vertréaglich, das motiviert zu weiteren Un-
tersuchungen.
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