
Multiplikativität
des

de Rham Isomorphismus

Diplomarbeit

vorgelegt von

Johannes Härtel

aus
Frankfurt am Main

angefertigt im Mathematischen Institut
der Georg-August-Universität zu Göttingen

2005





Multiplikativität des de Rham Isomorphismus

Johannes Härtel

21. April 2005

Zusammenfassung

Der Whitney-Satz besagt, dass die de Rham Kohomologie einer Mannigfal-
tigkeit und die simpliziale Kohomologie einer Triangulierung der Mannigfaltig-
keit isomorph sind. Dieser Isomorphismus heißtde Rham Isomorphismusoder
Whitney-Abbildung.
In dieser Arbeit wird der Whitney-Satz und die Multiplikativität des Isomorphis-
mus für orientierbare glatte Mannigfaltigkeiten konstruktiv bewiesen. Auch
für den Beweis der Isomorphie vonL2-de Rham Kohomologie undl2-Simpliziale
Kohomologie kann die vorgestellte Methode angewendet werden. Die Multipli-
kativität desL2-de Rham Isomorphismus wird für einen Spezialfall vorgerechnet.
Für den klassischen Beweis werden auf Kettenebene zwei AbbildungenI (defi-
niert durch Integrieren) undE (definiert durch Seiten-Simplices auswerten) kon-
kret angegeben. Es wird gezeigt, dassI ◦E = id gilt, also I surjektiv ist. Es wird
eine Kettenhomotopieh definiert und gezeigt, dassE ◦ I − id = h gilt, d.h. I
ist bis auf eine Kettenhomotopie injektiv. Also ist auf Kohomologie-Ebene die
AbbildungI eine Bijektion mit UmkehrabbildungE.
Für Formen gibt es eine Produktstruktur, das Dachprodukt∧. Dieses Produkt de-
finiert auch ein∧-Produkt in der de Rham Kohomologie. Für simpliziale Ket-
ten gibt es mehrere mögliche Produkte∪. Alle diese Produkte definieren auf
Kohomologie-Ebene das gleiche∪-Produkt.
Es wird auf Kettenebene gezeigt, dass für ein geeignetes∪-Produkt das folgende
Diagramm kommutiert:

Ωp(M)⊗ Ωq(M) E⊗E←−−−− Cp(T )⊗ Cq(T )

∧
y y∪

Ωp+q(M) I−−−−→ Cp+q(T )

Da auf Kohomologie-EbeneE die Umkehrabbildung vonI ist und es auf
Kohomologie-Ebene nur ein∪-Produkt gibt, folgt, dass der de Rham Isomor-
phismusI : H∗

dR
(M)→ H∗

simp
(T ) mit der Multiplikation verträglich ist.
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Teil I

De Rham Isomorphismus und
Whitney-Abbildung
Oft ist es schwierig festzustellen, ob zwei Räume homöomorph sind. Um festzustellen,
dass zwei Räume nicht homöomorph sind, nutzt man Invarianten. Eine Möglichkeit ei-
ne Invariante zu konstruieren, bieten die Kohomologie-Theorien. Eine Kohomologie-
Theorie liefert für jeden Raum eine Gruppe; sind für zwei Räume die Gruppen unter-
schiedlich, so können die Räume nicht homöomorph sein. Es gibt viele verschiedene
Kohomologie-Theorien.

Durch die Formen auf einer MannigfaltigkeitM erhält man die de Rham Kohomologie
H∗

dR
(M); sie wird im ersten Kapitel definiert. Im nächsten Kapitel wird gezeigt, wie

M eine TriangulierungT zugeordnet wird. Für Triangulierungen kann die simplizialen
KohomologieH∗

simp
(T ) definiert werden (siehe Kapitel 3). Der Whitney-Satz besagt,

dass es einen Isomorphismus zwischen der de Rham KohomologieH∗
dR

(M) und der
simpliziale KohomologieH∗

simp
(T ) (für jede TriangulierungT der Mannigfaltigkeit

M ) gibt. Um eine Mannigfaltigkeit (auf diese Eigenschaft) zu untersuchen, reicht es
demnach, die simpliziale KohomologieH∗

simp
(T ) von einer ihrer Triangulierungen zu

berechnen.
Für glatte, lokal kompakte Mannigfaltigkeiten kann (und wird in den folgenden Ka-
piteln) der Isomorphismus angegeben werden, indem man die Abbildungen auf den
Koketten lokal definiert.



2 De Rham Kohomologie

1 De Rham Kohomologie

Viele Kohomologie-Theorien erhält man, indem man den (kontravarianten) Hom-Funk-
tor auf eine Homologie-Theorie anwendet. Für die de Rham Kohomologie trifft das
nicht zu, sie wird mit Hilfe der Analysis direkt definiert.
Für Mannigfaltigkeiten könnenk-Formen definiert werden. Die Menge derk-Formen
bilden eine GruppeΩk(M). Die Cartansche Ableitungd ist eine Randabbildung von
denk-Formen in die(k + 1)-Formen, died ◦ d = 0 erfüllt.
Hier eine kurze Wiederholung der benötigten Sätze und Definitionen aus der Analysis.
Die Beweise können in [8] nachgelesen werden.

1.1 Differentialformen
Definition 1.1 (glatte Mannigfaltigkeit M )
Eine glatte Mannigfaltigkeit ist ein Paar(M,A), wobeiM ein Hausdorffraum (punk-
tetrennend), mit einer abzählbaren Basis der Topologie ist, undA einn-dimensionaler
glatter (also unendlich oft differenzierbarer) Atlas aufM .

Abbildung 1: Der Torus ist eine Mannigfaltigkeit.

Definition 1.2 (Differentialform ω)
Einek-Form auf einer MannigfaltigkeitM ist eine Zuordnungω, die jedemx ∈ M
eine alternierendek-Formωx ∈ AltkTxM auf dem Tangentialraum beix zuweist.
Der Vektorraum der differenzierbarenk-Formen aufM wird mit ΩkM bezeichnet.

Bemerkung 1.3
• Da Alt0TxM ∼= R, ist auchΩ0M ∼= C∞(M) (der Ring der differenzierbaren

Funktionen auf M).

• Die differenzierbaren 1-Formen, also dieω ∈ Ω1M , heißen Pfaffsche Formen.

Definition 1.4 (orientierte Mannigfaltigkeit)
Eine Mannigfaltigkeit M heißt orientiert, wenn jeder ihrer Tangentialräume so orien-
tiert ist, dass der Atlas der Mannigfaltigkeit aus orientierungserhaltenden Karten be-
steht. Die KartenK haben also die Eigenschaft, dass das DifferentialdK : TxM → R

n

die Orientierung vonTxM in die übliche Orientierung vonRn überführt, wobeix ∈M
ein Punkt im Kartengebiet vonK sein soll.

Bemerkung 1.5
Ab jetzt ist jede Mannigfaltigkeit als glatte orientierbare Mannigfaltigkeit zu verstehen.



1.2 Cartansche Ableitung 3

1.2 Cartansche Ableitung

Aus einerk-Form auf einer glatten MannigfaltigkeitM erhält man mittels der Cart-
anschen Ableitung eine(k + 1)-Form. DaM glatt, insbesondere differenzierbar ist,
reicht es die Ableitung auf Kartengebieten zu definieren und anschließend mit Hilfe
von Teilung-der-Eins-Funktionen auf ganz M fortzusetzen. In einer Karte lässt sich
jedek-Formη schreiben als

η =
∑
I1,k

ηI1,k
dxi1∧ · · · ∧dxik ,

wobei (dηI1,k
) 0-Formen (also Funktionen) sind, undI1,k = (i1, . . . , ik) ein aufstei-

gend sortiertes Tupel mit unterschiedlichen Einträgen zwischen1 und der Dimension
vonM ist, also1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ dim(M).
∧ ist an dieser Stelle das bekannte Dachprodukt, auf das ich im zweiten Teil (8) ge-
nauer eingehen werden.

Definition 1.6 (Cartansche Ableitungd)
Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Die Abbildungd : ΩkM → Ωk+1, defi-
niert durch

dη :=
∑
I1,k

(dηI1,k
)dxi1∧ · · · ∧dxik ,

heißtäußereoderCartansche Ableitung, wobei(dηI1,k
) das übliche Differential einer

Funktion ist.

Satz 1.7 (Eigenschaften der Cartansche Ableitung)
Die Cartansche Ableitung erfüllt die folgenden Bedingungen:

• Wohldefiniertheit:Bild(d) ⊂ Ωk+1(M).

• Differentialbedingung: fürf ∈ Ω0M ist df ∈ Ω1M das übliche Differential von
f.

• Komplexeigenschaft: es gilt:d ◦ d = 0.

• Produktregel: seiω ∈ ΩpM und η ∈ ΩqM , mit p + q ≤ dim(M), dann gilt:
d(ω∧η) = (dω)∧η + (−1)pω∧(dη).

• Natürlichkeit: istg : M → N eine differenzierbare Abbildung zwischen den
MannigfaltigkeitenM undN , dann gilt:g ∗ (dη) = d(g∗η), wobeiη ∈ ΩkN und
g∗ die Zurückziehung überg ist.

Bemerkung 1.8
Die Cartansche Ableitung ist die einzige Möglichkeit, eine Sequenz linearer Abbil-
dungen zu definieren, die die obigen Eigenschaften erfüllt.
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Satz 1.9 (Stokes)
Sei M eine orientierte berandete Mannigfaltigkeit und sei$ ∈ Ωdim(M)−1M eine
(dim(M)-1)-Form mit kompaktem Träger, dann gilt:∫

M

d$ =

∫
∂M

$,

wobei∂M der Rand der MannigfaltigkeitM sein soll und die Orientierung des Randes
von der Orientierung der Mannigfaltigkeit übertragen wird, indem der erste Basisvek-
tor nach außen zeigt.1

1.3 de Rham Kohomologie
Definition 1.10 (de Rham Komplex)
Der durch die Cartansche Ableitung definierte Kettenkomplex

0→ Ω0M
d→ Ω1M

d→ Ω2M
d→ . . .

heißtde Rham Komplex.

DaΩkM = 0 für k > dim(M) gilt, ist der de Rham Komplex endlich. Deshalb spricht
man vom endlichen de Rham Komplex:

0→ Ω0M
d→ · · · d→ Ωdim(M)M

d→ 0.

Bemerkung 1.11
Mit der Natürlichkeit vond ist die Konstruktion des de Rham Komplexes ein kontra-
varianter Funktor von der differenzierbaren Kategorien in die Kategorie der Komplexe
mit Kettenhomomorphismen.

Da ΩkM ein Vektorraum undd eine lineare Abbildung ist, ist auchBild(d) bzw.
Kern(d) jeweils ein Vektorraum. Die Komplexeigenschaft der Catanschen Ableitung
garantiert, dass ausserdem gilt:

Bild(d) ⊂ Kern(d).

Der Quotient von ineinanderliegenden Vektorräumen ist wieder ein Vektorraum, des-
halb kann man definieren:

Definition 1.12 (de Rham KohomologieHk
dR

(M))
Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann heißt der Quotientvektorraum:

Hk
dR

(M) :=
Kern(d : ΩkM → Ωk+1M)

Bild(d : Ωk−1M → ΩkM)

diek-te de Rham KohomologievonM .

Die k-Formen im Bild vond heißenk-dimensionaleKoränder , die im KernKozykel.

1Die Orientierung ist so gewählt, dass in der Formel keine Vorzeichen auftreten.
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2 Simpliziale Kohomologie

Anstelle der Mannigfaltigkeit wird nun die Triangulierung der Mannigfaltigkeit be-
trachtet. Eine Triangulierung besteht aus Simplices2 (Punkten, Strecken, Dreiecken,
Tetraeder, ...) und ist homöomorph zur Mannigfaltigkeit. Die simpliziale Kohomolo-
gie erhält man durch Anwenden des Hom-Funktors (Hom(·,R)) auf die simpliziale
Homologie. Sie hat stetige Abbildungen aus einem Simplex auf die Triangulierung als
Ketten. Mit dem Hom-Funktor erhält man für die Kohomologie Abbildungen von den
Simplices in die reellen Zahlen als Koketten.

2.1 Sternzusammenziehbar in Bezug aufe

SeiV ⊂ Rn, n ∈ N und seie ∈ V .

Definition 2.1 (sternzusammenziehbar)
V heißt sternzusammenziehbarin Bezug aufe, wenn für allev ∈ V die Strecke
zwischenv unde ganz inV liegt.

Beispiel 2.2

Abbildung 2: Sternzusammenziehbarer Raum in Bezug aufe.

Dieser Raum ist nichtsternzusammenziehbar in Bezug aufx.

Definition 2.3 (Sternzusammenziehung)
Seie ∈ V und seiV sternzusammenziehbar, dann heißt eine Homotopie
h : [0, 1]× V → V mit den Eigenschaften:

1. h(1, v) = e

2. h(0, v) = v

SternzusammenziehungvonV auf e.

2Anstelle von Simplices könnte man auch andere Bausteine wählen, zum Beispiel Zellen. Durch sie
erhält man die zellulären Koketten.
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2.2 Standard-Simplex∆n

Definition 2.4 (Standard-Simplex)
Alle Punktex = (x0, . . . , xn) ∈ Rn+1, die folgende Eigenschaften erfüllen, bilden
denStandard-Simplex∆n:

1. xλ ∈ [0, 1], λ = 0, . . . , n

2.
∑n

λ=0 xλ = 1

Der Simplex ist also in baryzentrischen Koordinaten gegeben.

Bemerkung 2.5
∆n sind gerade die Punkte, die man erhält, wenn man die konvexe Hülle der Basis-
vektoren (e0, . . . , en) desRn+1 auswählt. Die Punktee0, . . . , en sind die Ecken des
Standard-Simplex∆n.

Abbildung 3: Zweidimensionaler Standard-Simplex eingebettet inR
3.

Lemma 2.6 (∆n ist sternzusammenziehbar)
Der Standard-Simplex∆n ist sternzusammenziehbar in Bezug auf jeden Eckpunkt.

Beweis:Behauptung:∆n ist konvex. Seienx = (x0, . . . xn), y = (y0, . . . yn) ∈ ∆n.
Jeder Punktp = (p0, . . . pn) auf der Strecke zwischenx undy lässt sich darstellen als
p = sx + (1− s)y mit s ∈ [0, 1].
Daxλ, yλ ∈ [0, 1] für λ = 0, . . . n, gilt auchsxλ + (1− s)yλ ∈ [0, 1].
Aus

∑n
λ=0 xλ =

∑n
λ=0 yλ = 1 folgt:

n∑
λ=0

pλ =
n∑

λ=0

sxλ + (1− s)yλ = s
n∑

λ=0

(xλ) + (1− s)
n∑

λ=0

(yλ) = s · 1 + (1− s) · 1 = 1.

Also liegt auch für jeden Eckpunkt die Strecke zu jedem Punkt aus∆n ganz im
Standard-Simplex. �

Definition 2.7 (baryzentrische Sternzusammenziehung̃hi:)
Auf einem Simplex gibt es eine durch die Koordinaten induzierte Sternzusammenzie-
hungh̃i : I ×∆n → ∆n

h̃i(t, x0, . . . , xk) := (1− t)x + tei.

Sie heißtbaryzentrische Sternzusammenziehung.
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Bemerkung 2.8
Da die Basisvektoren durchnummeriert sind, erhält man eine Anordnung der Ecken,
also eine eindeutige Orientierungvon ∆n. Die Basisvektoren der Orientierung sind
~e0e1, . . . , ~e0en.

Abbildung 4: Orientierung des Standard-Simplex.

Bemerkung 2.9
Für die baryzentrischen Koordinaten des Standard-Simplex gilt:

∑n
λ=0 xλ = 1 und da-

her auch:
n∑

λ=0

dxλ = 1.

Definition 2.10 (Einbettungε)
Eine Einbettung desn-Simplex in den(n + 1)-Simplex erhält man, indem man an der
i-ten Stelle eine 0 einfügt. Für jedesi = 0, .., n + 1 existiert dann eine Abbildung:

εi : ∆n → ∆n+1

(x0, . . . , xn) 7→ (x0, . . . , xi−1, 0, xi, . . . , xn)

.

Abbildung 5: Einbettungen des zweidimensionalen Simplex.
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2.3 Orientierung von ∂∆n

∆n+1 ist eine orientierte (n+1)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Für jeden Punktx ∈
∆n+1 ist ~e0e1, . . . , ~e0en+1 die orientierte Basis aufTx∆

n+1(= ∆n+1).
Seiy ∈ ∂∆n+1 und sei(g1, . . . , gn) eine Basis aufTy(∂∆n+1). Der Rand einer Man-
nigfaltigkeit ist nach Konvention (Satz von Stokes 1.9) so orientiert, dass für einen
(und damit jeden) nach außen weisenden Vektor v die Basis(v, g1, . . . , gn) positiv ori-
entiert ist. Jedes Seiten-Simplex kann so orientiert werden. Aber ein Seiten-Simplex ist
auch ein n-dimensionaler Simplex und als solcher orientierbar. Diese Orientierungen
sind nicht notwendigerweise gleich.
Betrachte den Seiten-Simplex, der der Eckeen+1 gegenüberliegt:
als n-dimensionaler Simplex ist er durch seine Ecken orientiert. Die Basis ist( ~e0e1, . . . , ~e0en).
Ein nach außen zeigender Vektor in∆n+1 ist zum Beispiel(− ~e0en+1).
Überführt man die Basis(− ~e0en+1, ~e0e1, . . . , ~e0en) in die Basis( ~e0e1, . . . , ~e0en, ~e0en+1),
ändert sich die Orientierung um(−1)n+1.

2.4 Triangulierung T

Simpliziale Komplexe sind die Bausteine der kombinatorischen Topologie. Durch stück-
weise lineare Objekte (Simplices) werden geometrische Objekte beschrieben und de-
ren Eigenschaften mit kombinatorischen Methoden erfasst. Die folgenden Definitionen
und Sätze finden sich auch in [3].

Definition 2.11 (Simplizialer Komplex K)
SeienE eine Menge von Ecken undS eine Menge von endlichen Teilmengen vonE.
Eine Menges ∈ S mit p + 1 Elementen heißt p-Simplex. Wenn folgende Axiome
gelten, dann heißt K=(E,S)simplizialer Komplex.

• Jede einpunktige Teilmenge vonE kommt inS vor, ist also ein 0-Simplex.

• Jede nichtleere Teilmenge vons ∈ S kommt inS vor, die Seiten eines Simplex
sind also wieder Simplices.

Ein simplizialer Komplex heißtn-dimensional, wenn er mindestens einenn-Simplex
enthält, aber keinen(n + 1)-Simplex.

Definition 2.12 (geometrische Realisierung)
Sei K ein simplizialer Komplex, dann heißt eine Menge von Funktionenα : E → [0, 1]
mit folgenden Eigenschaften:

• {e ∈ E|α(e) > 0} ist ein Simplex in K,

•
∑

e∈E α(e) = 1,

geometrische Realisierung |K|von K.
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Definition 2.13 (Triangulierung)
Seien X ein topologischer Raum und K ein simplizialer Komplex.
Ein HomöomorphismusT : |K| → X heißt Triangulierung vonX.

Satz 2.14 (glatte Triangulierung)
Für jede glatte MannigfaligkeitM gibt es eine TriangulierungT , so dass sie auf jedem
Simplex eine glatte Einbettung ist. Eine solche Triangulierung heißt glatt.

Beweis:

siehe [18] und [12]

�

Abbildung 6: Triangulierung des Torus.

3

3Abbildung aus [9]
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2.5 Lokale Ordnung

Für die Rechnungen mit Simplices der Triangulierung ist es von Vorteil, wenn die
Ecken jedes Simplex geordnet sind. Um (später) Produkte bilden zu können, ist eine
Ordnung sogar notwendig. Weiterführende Beispiele zur lokalen Ordnung finden sich
in [16].

Definition 2.15 (geordnetes Simplex)
Seiσ ein k-Simplex mit einer ausgezeichneten Ordnung auf den Ecken. Dergeordnete
Simplexwird als:

σ = (σ0, . . . , σk)

geschrieben.

Jeder Seiten-Simplexς eines geordneten Simplexσ ist als Teilmenge vonσ wieder
geordnet. In einer Triangulierung kann ein Simplexς Seiten-Simplex von mehreren
Simplices sein, so dass die induzierten Ordnungen nicht übereinstimmen. Solche Kon-
flikte sollen vermieden werden.

Definition 2.16 (lokale Ordnung)
Sei K ein simplizialer Komplex. Für jeden Simplexσ vonK sei eine Anordnung seiner
Ecken ausgezeichnet, so dass folgende Bedingung erfüllt ist:
Ist σ = (σ0, . . . , σk) ein geordneter Simplex, dann ist die Ordnung jedes Seiten-
Simplexς gleich der Ordnung, die durchσ induziert wird.
Man sagt dann, in K sei einelokale Ordnung gegeben.

Bemerkung 2.17
Eine lokale Ordnung muss nicht mit der Orientierung verträglich sein.

Eine Triangulierung einer Mannigfaltigkeit kann global, durch eine Anordnung aller
Ecken, geordnet werden. Eine Triangulierung einer G-Mannigfaltigkeit kann in der
Regel nicht global geordnet werden.

Bemerkung 2.18
Ab jetzt ist jede Triangulierung als Triangulierung mit lokaler Ordnung zu verstehen.
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2.6 Singuläre KettenC0
∗(M)

Abbildung 7: Singuläre Kette.

Definition 2.19 (singuläre Ketten)
Betrachte stetige Abbildungen von∆n in die Mannigfaltigkeit M. Die Menge dieser
Abbildungen heißeS0

n(M).
Die freie abelsche Gruppe mit reellen Koeffizienten über diesen Abbildungen heiße
C0

n(M). Ihre Elemente heißensinguläre Ketten. Es sind nur endliche Summen zuge-
lassen.

Bemerkung 2.20
Die Elemente inc ∈ C0

n(M) sind formale Summen:

c =
∑

σ∈S0
n(M)

cσ · σ.

Dabei istcσ für jeden Simplex eine reelle Zahl.

Bemerkung 2.21
Aus einem Elementσ ∈ S0

n(M) erhält man mit einer Einbettungε durchε∗(σ) := σ◦ε
ein Element inS0

n−1(M).

Abbildung 8:ε∗(σ) ∈ S0
n−1(M).

Bemerkung 2.22
Um Eigenschaften vonc ∈ C0

n(M) zu beschreiben, reicht es, die Elemente inS0
n(M)

zu betrachten und die Ergebnisse linear fortzusetzen.
Also lässt sichε aufC0

n(M) fortsetzen.
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2.7 Simpliziale KettenC∗(T )

SeiT eine glatte Triangulierung der MannigfaltigkeitM . Betrachte nur noch diejeni-
gen Abbildungen, die ein∆n in die Triangulierung einbetten, so dass jeweils Ecken
auf Ecken abgebildet werden.

Abbildung 9: Simpliziale Kette.

Definition 2.23 (simpliziale Kette)
Die Menge der Abbildungen von∆n auf einen n-Simplex in der Triangulierung heißt
Sn(T ). Die freie abelsche Gruppe mit reellen Koeffizienten über diese Abbildungen
heißtZSn(T ). Von der Anordnung der Ecken soll nur die Orientierung eine Rolle
spielen. Daher definiere die Quotientengruppe

Cn(T ) =
ZSn(T )

〈σ ◦ π − (sgn(π)) · σ〉
,

wobei σ ∈ ZSn(T ), und π eine Permutation auf den Ecken ist. Die Elemente von
Cn(T ) heißen simplizialen-Ketten.

Bemerkung 2.24
Für singuläre Ketten konnte man die Abbildungenε∗ definieren. Da jedern-Simplex
(n− 1)-dimensionale Kanten besitzt, kann manε∗ auch für simpliziale Ketten definie-
ren.
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Definition 2.25 (Ui)
Die Abbildung, die einem n-Simplex der Triangulierung eines seiner(n − 1) dimen-
sionalen Seiten-Simplices zuordnet, definiert man wie folgt:

Abbildung 10:Ui(σ) := σ ◦ εi.

Bemerkung 2.26
Ui ordnet einem angeordneten Simplex das Seiten-Simplex ohne die Eckeei zu.

Definition 2.27 (Simplizialer Kettenkomplex)
Die Einbettungenε∗ liefern eine Randabbildung∂: Cn(T ) → Cn−1(T ), definiert
durch:

∂(σ) :=
n∑

i=0

(−1)i Ui(σ)︸ ︷︷ ︸
=σ◦εi

,

für σ ∈ Sn(T ).

(C∗(T ), ∂) heißtsimplizialer Kettenkomplex.

Bemerkung 2.28
Zwei Kettenσ und σ̃, die ∆n auf das gleiche Simplex der Triangulierung abbilden,
unterscheiden sich höchstes durch ihr Vorzeichen. Das Vorzeichen ist so gewählt, dass
es mit der Orientierung der MannigfaltigkeitM verträglich ist, also die durch∆n σ→ T
induzierte Orientierung gleich der Orientierung vonM ist.
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2.8 Simpliziale KohomologieH(C∗(T ))

Definition 2.29 (simpliziale Koketten)
Der Raum der linearen Abbildungen vonC∗(T ) nachR wird mit:

C∗(T ) := HOM(C∗(T ),R) bezeichnet.

Seine Elemente heißensimpliziale Koketten.

Bemerkung 2.30
Simplizialen-Koketten ordnen jedemn-Simplex eine reelle Zahl zu.

Abbildung 11: Simpliziale Kokette.

Definition 2.31 (simplizialer Kokettenkomplex)
Die Korandabbildungδ : Cn(T ) → Cn+1(T ) ist für c ∈ Cn(T ) und σ ∈ Sn+1(T )
definiert durch:

(δc)σ :=
n+1∑
i=0

(−1)icUi(σ)

(C∗(T ), δ) heißtsimplizialer Kokettenkomplex.

Satz 2.32 (Komplexeigenschaft)
Die Korandabbildungδ erfüllt die Komplexeigenschaft. Es gilt also:

δ ◦ δ = 0.

Da Cn(T ) ein Vektorraum undδ eine lineare Abbildung ist, sind auchBild(δ) und
Kern(δ) jeweils ein Vektorraum. Die Komplexeigenschaft der Korandabbildung ga-
rantiert, dass außerdem gilt:

Bild(δ) ⊂ Kern(δ).
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Definition 2.33 (simpliziale Kohomologie)
Sei T eine glatte Triangulierung, der Quotientvektorraum:

Hk
simp

(T ) :=
Kern(δ : CkT → Ck+1T )

Bild(δ : Ck−1T → CkT )

heißt diek-te simpliziale KohomologievonT .

Diek-Koketten im Bild vonδ heißenk-dimensionaleKoränder , die im KernKozykel.

Bemerkung 2.34
Die Komponenten von simplizialenk-Koketten sind Abbildungen, die jedemk-Simplex
der Triangulierung eine reelle Zahl zuweisen.
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3 Operator I : Ω∗(M) → C∗(T )

In den vorangegangenen Kapiteln wurde auf zwei sehr unterschiedliche Weisen Ko-
homologien definiert. In den folgenden Kapiteln soll nun gezeigt werden, dass sie für
eine glatte orientierte MannigfaltigkeitM mit beliebiger TriangulierungT mit lokaler
Ordnung jeweils die gleichen Gruppen liefern. Als erstes soll jederk-Form eine sim-
pliziale Kokette zugeordnet werden. Durch diek-Form muss also jedem Simplex eine
reelle Zahl zugewiesen werden. Jeder Simplex kann als Teilmenge in der Mannigfal-
tigkeit betrachtet werden, über die diek-Form integriert werden kann.
In den folgenden Kapiteln erweitere ich die Ideen von [6] und wende sie nicht auf
simpliziale Mengen, sondern auf die Triangulierung direkt an.

SeienM eine glatte orientierte Mannigfaltigkeit undT eine glatte Triangulierung von
M .

3.1 Definition I

Definition 3.1 (I)
Durch Integrieren erhält man den OperatorI : Ωk(M)→ Ck(T ), wobei

I(η)σ :=

∫
∆k

σ∗η für σ ∈ Sk(T )

gilt.
I ordnet jedem Simplex das Integral derk-Form über den Simplex zu.

Anschauung 3.2
Seiη := f eine 0-Form.
Dann sindσ∗f die Formen, die man durch „Abtasten“ der Triangulierung erhält.
Die Form f wird stückweise (Simplex für Simplex) zurückgezogen.

3.2 Wohldefiniertheit von I

Da eine Formη auf der ganzen Mannigfaltigkeit definiert ist, ist sie auch für jeden
Simplex der Triangulierung definiert. Da eine Differentialform stetig ist, ist sie auch
integrierbar.

Bemerkung 3.3
Integriert man einek-Form über eine p-dimensionale Mannigfaltigkeit, so ist fürk 6= p
das Integral Null.
Deshalb ordnetI k-Formen nurk-Koketten zu.
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3.3 KokettenabbilungId = δI

Lemma 3.4 (I ist Kokettenabbildung)
Es giltd ◦ I = δ ◦ I.

Beweis:Seiη ∈ Ωk(M), und seiτ ∈ Ck+1(T ).

I(dη)τ =

∫
∆k+1

τ ∗(dη)

Zurückziehen kommutiert mit d=

∫
∆k+1

d(τ ∗η)

Stokes:(
R

∂∆k+1 η =
R
∆k+1 dη) =

k+1∑
i=0︸︷︷︸

Seiten-Simplices

(−1)i︸ ︷︷ ︸
unterschiedliche Orientierung

∫
∆k

(εi)∗︸︷︷︸
τ auf die Seite einschränken

τ ∗η

Ui(τ) = (εi)∗τ =
k+1∑
i=0

(−1)i

∫
∆k

(Ui(τ))∗η

Def : I =
k+1∑
i=0

(−1)iI(η)Ui(τ)

= δ(I(η))τ .

�
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4 Operator E : C∗(T ) → Ω∗(M)

Nun soll einer simplizialen Kokette eine glatte Form zugeordnet werden. Auf den
Ecken (den0-Simplices) soll die Form den Wert der Ecke annehmen. Zwischen den
Ecken soll sie durch alle umschließenden Seiten-Simplices beeinflusst werden, keine
leichte Aufgabe. Die Lösung liefern auch hier die Teilung-der-Eins Funktionen. Zuerst
definiere die Abbildung lokal für jeden Simplex, die Werte der Form zwischen den
Ecken liefern die glatten Teilung-der-Eins Funktionen. Anschließend wird die Form
auf der gesamte Mannigfaltigkeit zusammen gesetzt.

4.1 Notation

Sei0 ≤ k ≤ n.

I0,k ist ein aufsteigendes(k + 1)-Tupel ganzer Zahlen zwischen0 undn.
Also I0,k = (i0, . . . , ik), so dass gilt:0 ≤ i0 < · · · < ik ≤ n.
DurchI0,k ist eink-dimensionaler Seiten-Simplex von∆n gegeben. Er ist defi-
niert durch die Eckenei0 , . . . , eik .

Ī0,k ist das aufsteigende(n− k)-Tupel ganzer Zahlen zwischen0 undn, dasI0,k ver-
vollständigt,
alsoĪ0,k = (̄i0, . . . , īn−k−1) , wobei gilt:

• 0 ≤ ī0 < · · · < īn−k−1 ≤ n.

• I0,k ∪ Ī0,k = {0, . . . , n}.

|I0,k| Da I0,k ein Simplex repräsentiert, soll|I0,k| nicht wie üblich die Anzahl der
Tupel(k + 1) sein, sondern die Dimension dieses Simplex:

|I0,k| := k

Baryzentrische elementare Formω̃I0,k
: Auf einemn-Simplex ist sie definiert durch:

ω̃I0,k
:=

k∑
s=0

(−1)stisdti0 ∧ · · · ∧ d̂tis ∧ · · · ∧ dtik

Für I = ∅ setzeω∅ := 0.

UI0,k
: Cn(T )→ Ck(T ) : ist die Abbildung definiert durch:

UI0,k
:= Uī0 ◦ · · · ◦ Uīn−k−1

.

zur Erinnerung:Ui(σ) := σ◦εi, also istUi die Abbildung auf das Seiten-Simplex
ohne die Eckeei. Folglich istUI0,k

die Einschränkung eines n-Simplices auf den
k dimensionalen Seiten-Simplex mit den EckenI0,k.
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Abbildung 12:U(0,2).

4.2 Definition Ẽ

Einer simplizialen Kokette auf der Triangulierung soll eine Form zugeordnet werden.
Seic = (cσ) einek-Kokette (alsoc ∈ Ck(T ) undσ ∈ Sn(T )).

zur Erinnerung:I := I0,k := {i0, . . . , ik}

mit 0 ≤ i0 < · · · < ik ≤ n.

Betrachte zunächst den Fall, dassT nur aus einem Simplex∆ besteht.

Definition 4.1 (Ẽ(c))
Definiere die Abbildung̃E : Ck(T )→ Ωk(∆n) folgendermaßen:

Ẽ(c) := k!
∑
|I|=k

ω̃I · cUI(∆).

Bemerkung 4.2
Eine Form ist lokal definiert. Für jeden Punktx in der n-dimensionalen Mannigfal-
tigkeit ∆n kann man seine baryzentrischen Koordinaten in Bezug auf den Simplex
angeben:x = (x0, . . . , xn).
Soll einerk-Kokettec (also einer Abbildung von denk-dimensionalen Seiten-Simplices
in die reellen Zahlen) einek-Form zugeordnet werden, so muss für jeden Punkt in der
Mannigfaltigkeit (stetig) einek-Form angegeben werden. Diesek-Form berechnet sich
durch:

k! ·
∑

alle k-dimensionalen
Seiten-SimplicesI0,k von∆n

k∑
s=0

tisdti0∧ · · · ∧d̂tis∧ · · · ∧dtik︸ ︷︷ ︸
baryzentrische Koordinaten vonx

· cUI(∆)︸ ︷︷ ︸
Wert des Seiten-SimplexI0,k

.
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Bemerkung 4.3
Besteht die Triangulierung aus mehr als einem Simplex, sind die baryzentrischen Ko-
ordinaten ungeeignet. Man könnte zwar für jedenn-Simplexτ der Triangulierung

Ẽ(c) = k!
∑
|I|=k

ωI · cUI(τ) definieren,

aber dann wäre die Form nur für jeden Simplex definiert und nicht auf der ganzen
Mannigfaltigkeit.
Liegt der Punktx im Inneren einesn-Simplex τ , so ist die FormE(c) := Ẽ(c)τ

eindeutig definiert. Liegt der Punkt jedoch auf einem Seiten-Simplex, dann ist nicht
klar, welches der angrenzendenn-Simplices zur Definition der Form benutzt werden
soll.
Wählt man nur einen der angrenzendenn-Simplices aus, so wäre die resultierendek-
Form nicht stetig. Auch der Mittelwert aller angrenzendenn-Simplices liefert keine
stetige Form.

Bemerkung 4.4
Ziel ist es, ˜E(c) so zu verändern, dass auf einem Seiten-Simplex alle angrenzenden
n-Simplices die gleiche Form liefern bzw. dass die Form auf einem Seiten-Simplex
nur durch den Seiten-Simplex selbst bestimmt ist.
Dies ist erreicht, wenn die Normalen an dem Seiten-Simplex Null sind, da dann, falls
ein Seiten-SimplexI0,k den Eckpunktei nicht berührt, auchωI0,k

verschwindet,

ωI0,k
=

k∑
s=0

tisdti0∧ · · · ∧d̂tis∧ · · · ∧dtik︸ ︷︷ ︸
entwedertis = 0 oderdtis = 0

= 0.

Leider ist für die baryzentrischen Koordinaten auf dem Seiten-Simplexdti 6= 0 (dati
bis zum Rand linear ist).
Man könnte den Rand etwas erweitern.
Die erhaltende Form ist dann zwar stetig, aber leider nicht glatt.
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4.3 offener Stern
Definition 4.5 (offener Stern)
Der offene Sternvon Eckeei ist das Innere der Vereinigung aller angrenzenden Sim-
plices.

Stern(ei) :=
⋃
σ3ei

σ

offenerStern(ei) := Innere(Stern(ei))

Abbildung 13: Offener Stern von e.

Bemerkung 4.6
Für jede offene Überdeckung gibt es eine „glatte Teilung-der-Eins“ (T1).

Korollar 4.7 (Eigenschaften der T1-Funktionen)
Wähle eine T1 für die offenen Sterne aller Ecken als Überdeckung von T. Seiεi die
T1-Funktion, die zum Eckpunktei gehört.
Für jeden Punkt x in T gilt:

• Liegt x auf einemk-dimensionalen Seiten-Simplex, dann gilt:∑
i∈I εi(x) = 1 und

∑
i∈I dεi = 0,

wobei I die Ecken des k-Simplices bezeichnen soll.

• Nur die T1-Funktionen der Ecken, die den Punkt begrenzen, sind ungleich Null,
da x nur im offenen Stern dieser Ecken liegt.

• Es gilt:
∑

i∈I εi(x) = 1,
wobei I die Ecken sind, die den Punkt begrenzen. Nur diese T1 Funktionen sind
ungleich Null.

• Ausεi(x) = 0 folgt dεi(x) = 0,
da0 Minimum der T1-Funktionen ist.
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4.4 Definition E

Definition 4.8 (Elementare Formωσ )
Seienεi die T1-Funktionen für die offenen Sterne der Ecken der Triangulierung. Seiσ
ein Simplex der Triangulierung mit angeordneten Ecken(σ0, . . . , σk). Definiere die zu
σ gehörige elementare Form durch

ωσ :=
k∑

s=0

(−1)sεσsdεσ0∧ · · · ∧d̂εσs∧ · · · ∧dεσk
.

Bemerkung 4.9
Die elementare Formωσ verschwindet am Rand vonσ, da hier wenigstens eine T1-
Funktionεi trivial ist und in jedem Summand entwederεi oderdεi vorkommt.

Definition 4.10 (E)
Definiere die AbbildungE : Ck(T )→ Ωk(M) durch:

E(c) := k!
∑
|σ|=k

ωσ · cσ.

Für jeden Punktx verschwinden fast alle Summanden. Nur die T1-Funktionen der
Eckenei(x), die einen Simplex bilden in dessen Inneren der Punktx liegt, verschwinden
nicht. Daωσ glatt ist, gilt dies auch fürE(c).

Bemerkung 4.11
Es gibt höchstens ein Simplexτ , in dessen Inneren der Punktx liegt. Um E(c)x zu
berechnen reicht es die k-dimensionalen Seiten-Simplices vonτ zu betrachten. Fürx
gilt:

E(c)x = k!
∑

σ∈Sk(τ)

ωσx · cσ.
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4.5 KokettenabbildungdE = Eδ

Lemma 4.12 (dωσ)
Es giltdωσ = (k + 1)dεσ0∧ · · · ∧dεσk

.

Beweis:

d((−1)sεσsdεσ0∧ · · · ∧d̂εσs∧ · · · ∧dεσk
) = (−1)s · 1 · dεσs∧ dεσ0∧ · · · ∧d̂εσs∧ · · · ∧dεσk

)

= (−1)s · (−1)s dεσ0∧ · · · ∧dεσk

= dεσ0∧ · · · ∧dεσk

Also d
(∑k

s=0(−1)sεσsdεσ0∧ · · · ∧d̂εσs∧ · · · ∧dεσk

)
= (k + 1)dεσ0∧ · · · ∧dεσk

.
�

Satz 4.13 (E ist Koketten Abbildung)
Es gilt: E ◦ δ = d ◦ E.

Beweis:Seic ∈ Ck(T ). Für die rechte Seite gilt:

dE(c) = d

k!
∑
|σ|=k

ωσ · cσ


= k!

∑
|σ|=k

dωσ · cσ

= k!
∑
|σ|=k

(k + 1)dεσ0 ∧ · · · ∧ dεσk
· cσ,

für die andere Seite gilt:

E(δc) = (k + 1)!
∑

|ρ|=k+1

ωρ · (δc)ρ

= (k + 1)!
∑

|ρ|=k+1

ωρ ·

(
k+1∑
l=0

(−1)lcUl(ρ)

)
.

Erinnerung: Ul(ρ) ist derk-dimensionale Seiten-Simplex vonρ, den man durch Weg-
lassen der Eckeel erhält.

Koeffizienten voncσ: Es reicht für jeden Summanden die Gleichheit zu zeigen. Be-
trachte also die Koeffizienten voncσ genauer.
Auf der linken Seite kommtcσ genau dann vor, wennσ ein Seiten-Simplex von
ρ ist. Also wenn für einρ gilt: Ulρ(ρ) = σ. Dabei stehtlρ für die Eckeelρ, die
nicht inσ vorkommt.

Mit der Bemerkung 4.11 müssen für einen Punktx, der im Inneren eines Simplex
τ liegt, nur solcheρ betrachtet werden, die Seiten-Simplex vonτ sind.

Ist ρ ein(k+1)-Seiten-Simplex, so dassσ ein Seiten-Simplex vonρ ist, dann be-
zeichne ich die sortierten Ecken vonρ alsIρ := (σ0, . . . , σlρ−1, ρlρ , σlρ , . . . σk).
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Berechne den Koeffizienten zucσ, bis auf den Faktor(k + 1)!:

Erinnerung: In jedem Simplexτ gilt:
∑|τ |

λ=0 dετλ
= 0.

∑
|ρ|=k+1

Sk(ρ)3σ

ωρ · (−1)lρ

=
∑
Iρ

k+1∑
s=0

(−1)sεis dεi0∧ · · · ∧d̂εis∧ · · · ∧dεik︸ ︷︷ ︸
Erinnerung:ilρ = ρlρ , sonstij = σj

· (−1)lρ

=
∑
Iρ

lρ−1∑
s=0

(−1)s+lρεσsdεσ0∧ · · · ∧ d̂εσs∧ · · · ∧dεσlρ−1
∧dερlρ︸ ︷︷ ︸

(lρ−1−s)Stellen

∧dεσlρ
∧ · · · ∧dεσk

+ (−1)lρ+lρ︸ ︷︷ ︸
s=lρ

ερlρ
dεσ0∧ · · · ∧dεσlρ−1

∧d̂ερlρ
∧dεσlρ

∧ · · · ∧dεσk

+
k∑

s=lρ

(−1)s+lρ+1εσsdεσ0∧ · · · ∧dεσlρ−1
∧ dερlρ

∧dεσlρ
∧ · · · ∧d̂εσs︸ ︷︷ ︸

(s−lρ)Stellen

∧ · · · ∧dεσk


=

∑
Iρ

[
k∑

s=0

(−1)1εσsdεσ0∧ · · · ∧dεσs−1∧
[
dερlρ

]
∧dεσs+1∧ · · · ∧dεσk

+ ερlρ
dεσ0∧ · · · ∧dεσk

]

=
k∑

s=0

−εσsdεσ0∧ · · · ∧dεσs−1∧

∑
Iρ

dερλ

 ∧dεσs+1∧ · · · ∧dεσk
+
∑
Iρ

ερlρ
dεσ0∧ · · · ∧dεσk

=
k∑

s=0

−εσsdεσ0∧ · · · ∧dεσs−1∧

[
−

k∑
λ=0

dεσλ

]
∧dεσs+1∧ · · · ∧dεσk

+
∑
Iρ

ερlρ
dεσ0∧ · · · ∧dεσk

=
k∑

s=0

εσsdεσ0∧ · · · ∧dεσs−1∧ [dεσs ] ∧dεσs+1∧ · · · ∧dεσk
+
∑
Iρ

ερlρ
dεσ0∧ · · · ∧dεσk

=


k∑

s=0

εσs +
∑
Iρ

ερlρ︸ ︷︷ ︸
=1

 · dεσ0∧ · · · ∧dεσk
= dεσ0∧ · · · ∧dεσk

.

�
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5 Whitney-Satz:H∗(Ω(M)
) ∼= H(C∗(T ))

Die Gleichheit der Kohomologien kann entweder abstrakt begründet werden, oder man
gibt einen Isomorphismus an. Von der AbbildungI kann man sogar für die Ketten
zeigen, dass sie surjektiv ist. Die Injektivität von I kann für die Ketten nicht gelten, da
zwei unterschiedliche Formen auf einem Simplex das gleiche Integral haben können.
Um zu beweisen, dass zwei solche Formen immer in der selben Kohomologie-Klasse
liegen, reicht es zu zeigen, dassI auf den Ketten bis auf einen Rest injektiv ist und
dieser Rest inBild(d) liegt.

5.1 Whitney-Satz
Satz 5.1 (Whitney)
Die KokettenabbildungI : Ω∗(M) → C∗(T ) induziert einen Isomorphismus auf den
zugehörigen Kohomologien.

Genauer: Es gibt eine Kokettenabbildung

E : C∗(T )→ Ω∗(M)

und eine Kettenhomotopie

h̃k : Ωk(M)→ Ωk(M) für jedesk ∈ N0

so dass für allek ∈ N0 gilt:

I ◦ E = id

(E ◦ I) = id + h̃k

AlsoH(Ω∗(M)) ∼= H(C∗(T )).

5.2 I ist surjektiv: I ◦ E = id

Die Surjektivität für die Ketten kann nachgerechnet werden Die Rechnung benutzt
mehrmals die Eigenschaft der T1-Funktionen(

∑
εi = 1 und

∑
dεi = 0) und die

Eigenschaft, dass das Integral vondεI auf jedem Simplex für jede T1 gleich ist.

5.3 Rechenregeln für
∫

dεI

Lemma 5.2
Seir ∈ N. Es gilt

∫
∆n εr

0 dε0∧ · · · ∧dεn−1 = (−1)nr!
(n+r)!

Beweis:durch Induktion:

SeiZn(r) :=
∫

∆n εr
0 dε0∧ · · · ∧dεn−1.
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Behauptung: Zn(r)
!
= (−1)nr!

(n+r)!
für allen ∈ N.

Induktionsanfang: Z1(r) =
∫ 1

0
εr
0 dε0 =

[
εr+1
0

r+1

]1
0

= −1
r+1

Induktionsannahme: Es giltZk(r) = (−1)kr!
(k+r)!

für allek ≤ n.

Induktionsschritt n→ n + 1: Es gilt:

Zn+1(r) =

∫
∆n+1

εr
0 dε0∧ · · · ∧dεn

Stokes =

∫
∂∆n+1

ι∗
εr+1
0

r + 1
dε1∧ · · · ∧dεn

Für jeden Seiten-Simplex, der der Eckeei (für i = 0, . . . n) gegenüberliegt, ist das
Integral gleich Null, daε0 = 0 bzw.dεi = 0 ist. Nur für den Seiten-Simplex, der der
Eckeen+1 gegenüberliegt, ist das Integral ungleich Null. Auf diesem Seiten-Simplex
gilt
∑n

λ=0 ελ + 0︸︷︷︸
=εn+1

= 1. Daher folgt mit der Induktionsannahme:

Zn+1(r) =

∫
∆n

εn+1∗︸ ︷︷ ︸
Orientierung ändert sich um(−1)n+1

εr+1
0

r + 1
dε1∧ · · · ∧ dεn︸︷︷︸

=−
Pn−1

i=0 dεi

=
(−1)n+1

r + 1

∫
∆n

εr+1
0 dε1∧ · · · ∧(−dε0)︸ ︷︷ ︸

n− 1 mal tauschen

=
(−1)2n+1

r + 1

∫
∆n

εr+1
0 dε0∧ · · · ∧dεn−1

=
−1

r + 1
· Zn(r + 1).

Also gilt:

Zn(r) =
(−1)n−1

(r + 1) · (r + 2) · · · · · (r + n− 1)
· Z1(r + n− 1)

=
(−1)nr!

(r + n− 1)! · (r + n)
=

(−1)nr!

(r + n)!

�
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Korollar 5.3 (
∫

T1)
Seienε0 . . . εn die T1-Funktionen zu den Eckpunktene0, . . . , en desn-Simplex∆n.
Dann gelten:

1.
∫

∆n dε1∧ · · · ∧dεn = 1
n!

,

2.
∫

∆n ε0 dε1∧ · · · ∧dεn = 1
(n+1)!

,

3.
∫

∆n εx dεx+1∧ · · · ∧dεn∧dε1∧ · · · ∧dεx−1 = 1
(n+1)!

für x = 0, . . . , n.

Beweis:

1: ∫
∆n

dε1∧ · · · ∧dεn =

∫
∆n

dε1∧ · · · ∧ dεn︸︷︷︸
=−

Pn−1
λ=0 dελ

= (−1)

∫
∆n

dε1∧ · · · ∧dε0︸ ︷︷ ︸
( n-1) mal tauschen

= (−1)nZn(0) = (−1)n (−1)n0!

(0 + n− 1 + 1)!
=

1

n!
.

2: ∫
∆n

ε0 dε1∧ · · · ∧dεn =

∫
∆n

ε0 dε1∧ · · · ∧ dεn︸︷︷︸
=−

Pn−1
λ=0 dελ

= (−1)

∫
∆n

ε0 dε1∧ · · · ∧dε0︸ ︷︷ ︸
( n-1) mal tauschen

= (−1)nZn(1) = (−1)n (−1)n1!

(1 + n− 1 + 1)!
=

1

(n + 1)!
.

3: SeiU1 : ∆n → ∆n eine 1
n
Drehung des Simplex∆n. Also istU1 ein orientierungs-

erhaltender Diffeomorphismus, der die Eckeei auf die Eckeei−1 (bzw. e0 auf
en) abbildet.
SeiUk := U1 ◦ · · · ◦ U1︸ ︷︷ ︸

k mal

.

Dann gilt für jedesx = 0, . . . , n:∫
∆n

εx dεx+1∧ · · · ∧dεn∧dε0∧ · · · ∧dεx−1

=

∫
∆n

Uxεx dUxεx+1∧ · · · ∧dUxεn∧dUxε0∧ · · · ∧dUxεx−1

=

∫
∆n

ε0 dε1∧ · · · ∧dεn−x∧dεn−x+1∧ · · · ∧dεn

nach 2: =
1

(n + 1)!
.

�
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Satz 5.4 (I ist surjektiv)
Es gilt I ◦ E = id, also ist I surjektiv und E injektiv.

Beweis:Seic ∈ Ck(T ). Es reicht zu zeigen:I(E(c))
!
= c.

E(c) = k!
∑
|σ|=k

ωσcσ

= k!
∑
|σ|=k

(
k∑

s=0

(−1)sεσsdεσ0∧ · · · ∧ ˆdεσs∧ · · · ∧dεσk

)
· cσ

Für Formen auf einemk-dimensionalen Simplexσ gilt

= k!
k∑

s=0

(−1)sεσsdεσ0∧ · · · ∧ ˆdεσs∧ · · · ∧dεσk · cσ

= k! · cσ·

(−1)0εσ0dεσ1 ∧ · · · ∧ dεσk +
k∑

s=1

(−1)sεσs dεσ0︸︷︷︸
=−

Pk
λ=1 dεσλ

∧dεσ1∧ · · · ∧ ˆdεσs∧ · · · ∧dεσk


= k! · cσ·

[
εσ0dεσ1∧ · · · ∧dεσk

+
k∑

s,λ=1

(−1)s+1εσsdεσλ
∧dεσ1 ∧ · · · ∧ ˆdεσs ∧ · · · ∧ dεσk

]

= k! · cσ·

εσ0dεσ1 ∧ · · · ∧ dεσk +
k∑

s,λ=1

s=λ

(−1)s+1εσs dεσλ
∧ dεσ1 ∧ · · · ∧ dε̂σs=λ︸ ︷︷ ︸

s− 1 mal tauschen

∧ · · · ∧ dεσk

+
k∑

s,λ=1

s 6=λ

(−1)s+1εσs dεσλ
∧dεσ1 ∧ · · · ∧ ˆdεσs ∧ · · · ∧ dεσk︸ ︷︷ ︸

=0, dadεσλ zweimal vorkommt


= k! · cσ·

[
ε0dεσ1 ∧ · · · ∧ dεσk +

k∑
s=1

(−1)(s+1)(s−1)εσs∧dεσ1 ∧ · · · ∧ dεσk

]

= k! · cσ·
k∑

s=0

εσs︸ ︷︷ ︸
=1

∧dεσ1 ∧ · · · ∧ dεσk

= k! · cτ · dεσ1 ∧ · · · ∧ dεσk

Also ist:

I(E(c)) =

∫
∆k

E(c) =

∫
∆k

k! · cσ · dε1 ∧ · · · ∧ dεk = k! · cσ

∫
∆k

dε1 ∧ · · · ∧ dεk︸ ︷︷ ︸
= 1

k!

= c

�
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5.4 Kettenhomotopieh̃

Die Kettenhomotopie muss einer Formη eine Form ausBild(d) zuweisen, sie ist al-
so abhängig vond. Auf den Eckpunkten der Triangulierung soll die neue Form ver-
schwinden. Sie ist also auch abhängig von der Triangulierung. Der klassische Beweis
[19] zeigte, dass es diese Kettenhomotopie geben muss. In diesem Kapitel soll sie lo-
kal aufM definiert werden. Ohne die lokale Definition machte es sehr viel mehr Mühe
den klassischen Beweis auf denL2-Fall zu übertragen, siehe [4].
Um die Eigenschaften vond nutzen zu können und trotzdem nicht den Grad der Form
zu erhöhen, benutze ich den PrismaoperatorP, der vom Poincaré-Lemma bekannt ist
[8]. Die elementare Formω soll dazu dienen, die Triangulierungseigenschaften einzu-
arbeiten.

5.5 P auf ∆n

Der Standard-Simplex∆n ist sternzusammenziehbar in Bezug auf jeden Eckpunktei.
Es existiert also eine Homotopiehi : [0, 1]×∆n → ∆n, so dass gilthi(1, •) = ei und
h(0, •) = id.
Ein Punktx in ∆n kann mit Hilfe der baryzentrischen Koordinaten(t0, . . . , tn) = x
beschrieben werden. Eine Sternzusammenziehung von∆n auf ei in diesen Koordina-
ten ist die baryzentrische Sternzusammenziehungh̃i(t, x) := tei + (1− t)x.

Betrachte nun die Zurückziehungh∗η einer Formη ∈ Ωk(∆n) aufΩk([0, 1]×∆n). Sie
lässt sich zerlegen in

h∗η = dt∧α + β,

wobei α und β Formen sind, in denen keindt-Anteil vorkommt undt ∈ [0, 1]. Es
kommen also nurdt0, . . . , dtn vor. (Achtung:α undβ sind unabhängig vondt, aber
sie können vont abhängen.)

Erinnerung: Seienv ein Vektor undθ einek-Form.
Dann ist(vy θ)(x2, . . . , xk) := η(v, x2, . . . , xk).
Also ist (vy θ) eine(k − 1)-Form.

Definition 5.5 (P̃)
SeiM eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.
Der Prismaoperator̃P : Ωk([0, 1]×M)→ Ωk−1(M) ist definiert durch:

P̃(θ) =

∫ 1

t=0

(∂ty θ)dt.

Definition 5.6 (Pi)
Seihi eine Sternzusammenziehung von∆n aufei, dann istPi : Ωk(∆n)→ Ωk−1(∆n)
definiert durch:

Pi := P̃h∗i .
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Bemerkung 5.7
Dah∗η = dt∧α + β ist, gilt

Pi =

∫ 1

t=0

α,

wobei die Koeffizienten vonα bezüglicht integriert werden.

5.6 Eigenschaften vonP
Lemma 5.8
Pi ist linear.

Beweis:Seienη, η̃ jeweils k-Formen, dann gilt:

P(η + η̃) = P̃h∗(η + η̃)

zurückziehen ist linear = P̃ (h∗(η) + h∗(η̃)) = P̃
(
dt∧α + β + dt∧α̃ + β̃

)
=

∫ 1

t=0

(α + α̃) =

∫ 1

t=0

α +

∫ 1

t=0

α̃ = P(η) + P(η̃).

Seiη eine k-Form undr ∈ R, dann gilt:

P(rη) = P̃h∗(rη) = P̃rh∗(η) = P̃r(dt∧α + β)

=

∫ 1

t=0

rα = r

∫ 1

t=0

α = rP(η).

�
Lemma 5.9 (Pi(d))
Seiη eine k-Form, dann gilt:

Pi(dη) = −η − dPi(η) für k ≥ 1

und
Pi(dη) = η(ei)− η für k = 0.

Beweis:Bezeichned∆ das äußere Differential in Richtung des Simplex. Es gilt:

h∗i (dη)
zurückziehen

kommutiert mit d
= dh∗i (η) = d(dt∧α + β) = ddt︸︷︷︸

=0

∧α− dt∧dα + dβ︸︷︷︸
=dt∧ ∂

∂t
β+d∆β

.

Also ergibt sich:

Pi(dη) =

∫ 1

t=0

(
∂

∂t
β − dα) = β|1×∆n︸ ︷︷ ︸

=0 für k ≥ 1, =η(ei) für k = 0,

dahi(1,•)=ei

− β|0×∆n︸ ︷︷ ︸
=η,

dahi(0, •) = id

−d

∫ n

t=0

α︸ ︷︷ ︸
Pi(η)

.

Da fürη ∈ Ω0 gilt Pi(η) = 0, folgt die Behauptung.
�
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Definition 5.10 (PI)
SeiI = (i0, . . . , i|I|) ein aufsteigend sortiertes Tupel mit Einträgen natürlicher Zahlen
zwischen0 undn. I soll den Seiten-Simplex von∆n mit Eckenei0 , . . . ei|I| repräsen-
tieren. Fürk > |I| istPI : Ωk(∆n)→ Ωk−(|I|+1)(∆n) definiert durch

PI := Pi|I| ◦ · · · ◦ Pi0 .

Lemma 5.11 (PI(d))
SeiI ein Seiten-Simplex von∆n und seiη einek-Form, mitk > |I| dann gilt:

PI(dη) = −
|I|∑

s=0

(−1)sP(i0,...,îs,...i|I|)
(η) + (−1)|I|+1dPI(η)

Beweis:durch Induktion

Induktionsanfang: SeiI = (i0, i1)

PI(dη) = Pi1

(
Pi0(dη)

)
= Pi1

(
− η − dPi0(η)

)
= −Pi1(η)− Pi1

(
dPi0(η)

)
= −Pi1(η)−

(
− Pi0(η)− dPi1Pi0(η)

)
= −Pi1(η) + Pi0(η)︸ ︷︷ ︸

=−
P|I|

s=0(−1)sP(i0,...,îs,...i|I|)
(η)

+ dPi1Pi0(η)︸ ︷︷ ︸
=(−1)|I|+1dPI(η)

.

Induktionsannahme: Für |I| = n gilt:

PI(dη) = −
|I|∑

s=0

(−1)sP(i0,...,îs,...i|I|)
(η) + (−1)|I|+1dPI(η)

Induktionsschritt: n→ n + 1. Sei|I| = n + 1:

PI(dη) = P(i1,...in+1)Pi0(dη) = P(i1,...,in+1)(−η − dPi0(η))

= −P(i1,...,in+1)(η)− P(i1,...,in+1)(dPi0(η))

= −P(i1,...,in+1)(η)−

Induktionsannahme

(
−

n∑
s=0

(−1)sP(i1,...,̂is+1,...in+1)(Pi0(η)) + (−1)n+1dP(i1,...in+1)(Pi0(η))

)

= −

(
P(i1,...,in+1)(η) +

n+1∑
s=1

(−1)sP(i1,...,̂is+1,...in+1)(Pi0(η))

)
+ (−1)n+2dPI(η)

= −
|I|∑

s=0

(−1)sP(i0,...,îs,...i|I|)
(η) + (−1)|I|+1dPI(η).

�
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Satz 5.12 (
∫
∆k η)

Seiη ∈ Ωk(∆k), und seiP definiert durch die baryzentrische Sternzusammenziehung
h̃i : [0, 1]×∆k → ∆k, dann gilt:

(−1)k

∫
∆k

η = P(k−1) ◦ · · · ◦ P(0)(η)(ek).

Beweis:1. Schritt:
Seix = (x0, . . . , xk) ∈ ∆k.
Seipri : ∆k → [0, 1], für i = 0, . . . k die Projektion auf diei-te Koordinate.
Auf dem Simplex gilt:dx0 = −

∑k
j=1 dxj, daher lässt sichη schreiben als:

ηx = f(x)dx1∧ · · · ∧dxk.

Sei hi : [0, 1] × ∆k → ∆k die Sternzusammenziehung auf den Eckpunktei. Die
Zurückziehung ist dann:

h∗0ηt0,x = f(h0(t0, x)) d (pr0 ◦ h0(t0, x)) ∧ · · · ∧d (prk−1 ◦ h0(t0, x))

Definiere die Komposition:

H : [0, 1]k ×∆k idk−1×h0−→ [0, 1]k−1 ×∆k idk−2×h1−→ · · · hk−1−→ ∆k.

SetzeHi := pri ◦H. Berechne die Zurückziehung der Komposition:

H∗η(t0,...tk−1,x) = f(H(t0, . . . tk−1, x)) dH0(t0, . . . tk−1, x)∧ · · · ∧dHk−1(t0, . . . tk−1, x).

FürdHi gilt:

dHi =
k−1∑
j=0

∂Hi

∂tj
dtj +

k−1∑
j=0

∂Hi

∂xj

dxj︸ ︷︷ ︸
Diese Summanden fallen beim

Einsetzen von∂tk−1y . . .y ∂t0 weg

Nun setze ein:

(∂tk−1y (. . . (∂t0y H∗η)))

= f(H)

∂tk−1y (. . . (∂t0y
∑

Permutationπ
auf (0, . . . , k − 1)

∂H0

∂tπ(0)

. . .
∂Hk−1

∂tπ(k−1)

dtπ(0)∧ · · · ∧dtπ(k−1) ))


= f(H)

(
∂tk−1y (. . . (∂t0y

∑
π

sign(π)
∂H0

∂tπ(0)

. . .
∂Hk−1

∂tπ(k−1)

dt0∧ · · · ∧dtk−1 ))

)

= f(H) det

(
∂Hi

∂tj

)k−1

i,j=0
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2.Schritt: Um die Transformationsformel benutzen zu können, muss sichergestellt wer-
den, dassH(t, x) für den Punktx = ek ein DiffeomorphismusIn → U ∼= ∆n ist.

H(tk−1, . . . , t0, x) = hk−1 (. . . (h1 (h0(t0, x))) = hk−1 (. . . (h1 (t0e0 + x(1− t0))))

= t0e0

k−1∏
j=1

(1− tj) + . . . + tk−2ek−2

k−1∏
j=k−1

(1− tj) + tk−1ek−1

+ x

k−1∏
j=0

(1− tj)

Also istH ein Polynom, also stetig und differenzierbar.
Für die Stellex = ek verschwinden die Koeffizienten vonei mit i = 0 . . . k − 1 genau
dann, wennti = 0 oder wenntj = 1 (für j > i) ist. Nur der Rand vonI wird auf den
Rand von∆n abgebildet.
Die Umkehrabbildung an der Stellex = ek ist:

H−1|ek
(b0, . . . , bk) =

 b0

(1− bk−1) · (1− bk−2

1−bk−1
) · · · (1− b1

(1−bk−1)·(1−
bk−2

1−bk−1
)...

)
, . . . , (

bk−2

1− bk−1

), bk−1


Da der Rand von∆n eine Nullmenge ist, reicht es, dassH|ek

auf dem Inneren ein
Diffeomorphismus ist. Hier ist das PolynomH−1|ek

definiert. Also istH|ek
ein Dif-

feomorphismus auf dem Inneren.
Berechne nun das Vorzeichen der Determinate der Jacobi-Matrix an der Stelleek:

(
∂Hi

∂tj

)k−1

i,j=0

=



k−1∏
j=1

(1− tj) 0 0 . . . 0

−t0

k−1∏
j=1

j 6=1

(1− tj)
k−1∏
j=2

(1− tj) 0 . . . 0

...
...

... 0 0

...
...

k−1∏
j=k−1

(1− tj) 0

−t0

k−1∏
j=1

j 6=k−1

(1− tj) . . . −tk−2

k−1∏
j=k−2

j 6=k−1

(1− tj) −tk−1 1


Auf der Diagonalen stehen nur positive Werte, also istdet

(
∂Hi

∂tj

)k−1

i,j=0
positiv.
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3.Schritt: Berechne die rechte Seite:

P(k−1) ◦ · · · ◦ P(0)(η)(ek)

= P(k−1) ◦ · · · ◦ P(1)

(∫ 1

t0=0

∂t0y h∗0η dt0

)
(ek)

=

∫ 1

tk−1=0

(
∂tk−1y h∗k−1 . . .

∫ 1

t0=0

(∂t0y h∗0η) dt0 . . .

)
dtk−1(ek)

=

∫ 1

tk−1=0

. . .

∫ 1

t0=0

(∂tk−1 (y . . . (∂t0y H∗(η)))) dt0 . . . dtk−1(ek)

=

∫
◦

[0,1]k

(
f(H(·, ek)) · det

(
∂Hi(·, ek)

∂tj

)k−1

i,j=0

· 1

)
dt0 . . . dtk−1

Transformationsformel
=

∫
◦
U

f(x)dt0 . . . dtk−1
=

∫
∆k

(−1)kf(x)dx1∧ · · · ∧dxk
= (−1)k

∫
∆k

η

�

Bemerkung 5.13
Der Beweis nutzt, dass die Hintereinanderausführung der Sternzusammenziehungen
ein Diffeomorphismus auf dem Inneren ist. Das gilt nicht nur für die baryzentrische
Sternzusammenziehungen, sondern für jede Sternzusammenziehunghk auf∆n mit der
Eigenschaft, dass die Einschränkung auf jeden Seiten-Simplexσ von ∆n mit ek ∈ σ,
wieder eine Sternzusammenziehung ist,
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5.7 P auf M

Nun soll der OperatorP auf der ganzen Mannigfaltigkeit definiert werden. Im ersten
Schritt wurdeP für jeden Simplex definiert (siehe 5.5). Als nächstes zeige ich, dassP
für zwei aneinander grenzenden-Simplices auf dem gemeinsamen Rand gleich ist.

Sei ei eine beliebige Ecke in der Triangulierung. Die Triangulierung sei so fein ge-
wählt4, dass der Stern vonei ganz in einer Karte der Mannigfaltigkeit liegt.
Auch der Stern ist sternzusammenziehbar, daher gibt es eine Sternzusammenziehung
hi von Stern(ei) auf ei.
Da P̃ für Mannigfaltigkeiten definiert war, kann man die Definition vonPi zur folgen-
den erweitern:

Definition 5.14 (Pi)
Seihi eine Sternzusammenziehung von Stern(ei) auf ei, dann ist:

Pi : Ωk(Stern(ei))→ Ωk−1(Stern(ei))

definiert durch:
Pi := P̃h∗i .

5.8 Formen-Verringerungsabbildungvk : Ωk(M) → Ωk−1(M)

Definition 5.15
Für einenk-dimensionalen Seiten-Simplexσ von∆n mit angeordneten Ecken(σ0, . . . , σk)
definiere den Prismaoperator:P : Ωk(∆n)→ Ω0(∆n) durch:

Pσ := Pσk
◦ · · · ◦ Pσ0 .

Definition 5.16
Seiη ∈ Ωk(M). Definiere:

vk(η) :=
∑

0≤|σ|<k

|σ|! ωσ ∧ Pσ(η),

Nach der Definition der elementaren Formωσ verschwinden an einem Punktx fast
alle Summanden. Nur die Terme der Seiten-Simplices von einem Simplex, in dessen
Inneren der Punktx liegt, bleiben übrig. Hier ist der Prismaoperator definiert.

4Die simpliziale-Kohomologie von M ist für jede Triangulierung von M isomorph.
Eine Möglichkeit die Triangulierung zu verfeinern, besteht darin, für jeden Simplexσ den Mittelpunkt
vonσ als neuen Eckpunkt hinzuzunehmen und ihn mit allen alten Ecken vonσ zu verbinden.
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Satz 5.19
Es gilt:

∑
1≤|ς|<k+1

|σ|! ως ∧

 |ς|∑
s=0

(−1)sP(ς0,...,ς̂s,...,ς|ς|)(η)

 =
∑

0≤|σ|<k

|σ|! dωσ ∧ Pσ(η).

Beweis:Für einen Punktx verschwindetωσ nur dann nicht, wennσ ein Seiten-Simplex
von τ ist, wobeix im Inneren vonτ liegt. Für den Punktx brauchen also nur solcheσ
betrachtet zu werden, die in einem Simplexτ liegen.
Da eine Auswahl vonk Ecken einesk-Simplex ein(k − 1)-Simplex bilden, kommen
in der Behauptung auf beiden Seiten die gleichenPσ vor. Seiσ ein festes k-Simplex
und betrachte die Koeffizienten vonPσ:
Um auf der linken SeitePσ zu erhalten, braucht man ein (k+1)-Simplexς = σ + pφ

das beim Weglassen seiner Eckenepφ
= eςr das Simplexσ erzeugt.

SeienP = (p0, . . . , p|P |) die Ecken vonτ , die nicht inσ vorkommen. In dieser Schreib-
weise erhält man für die linke Seite:

∑
0≤|σ|<k

|P |∑
φ=0

|σ + pφ|!ωσ+pφ
∧

|σ|+1∑
s=0

(−1)sP(ς0,...,ς̂s,...,ς|σ|+1)(η).

Da ς durch Weglassen derr-ten Ecke zuσ wird, gilt für s = r:

P(ς0,...,ς̂s,...,ς|σ|+1) = Pσ.

Zusammen mit
∑|P |

φ=0 (|Q|+ 1)! ωQ+pφ
· (−1)r = |Q|!dωQ aus Lemma 5.18 folgt:

∑
0≤|σ|<k

|P |∑
φ=0

|σ + pφ|!ωσ+pφ
∧

|σ|+1∑
s=0

(−1)sP(σ0,...,σr−1p̂φ,σr...,σ|σ|)(η) =
∑

0≤|σ|<k

|σ|!dωσ∧Pσ.

�

5.10 I ist fast injektiv: E ◦ I − id = (vk+1d) + (dvk)

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dassE ◦ I − id = Kozykel auf Kettenebene
ein Kozykel ist.

Satz 5.20
Für k = 0, 1, ..., p gilt:

E ◦ I − id = vk+1 ◦ d + d ◦ vk.

Also istI bis auf einen Kozykel injektiv.
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Beweis:Seiη ∈ Ωk(M), wobeik ≥ 0 . Erinnerung: Lemma (5.11) liefert:

Pσ(dη) = (−1)|σ|+1dPσ(η)−
|σ|∑
s=0

(−1)sP(σ0,...,σ̂s,...,σ|σ|)(η) für |σ| < k,

und zusammen mit Lemma (5.9) gilt:

Pσ(dη) = (−1)kP(σ0,...,σk−1)(η)(eσk
)−

k∑
s=0

(−1)sP(σ0,...,σ̂s,...,σk)(η) für |σ| = k.

Beobachtung:(−1)kPσ0,...,σk−1
(η)(eσk

)
5.12
=
∫

σ
η

Def
= I(η)σ.

Weiter ergibt sich:

vk+1(dη) =
∑

0≤|σ|<k+1

|σ|!ωσ ∧ Pσ(dη)

=
∑
|σ|=k

|σ|!ωσ ·

(−1)kP(σ0,...,σk−1)(η)(eσk
)︸ ︷︷ ︸

=I(η)σ

+
∑

0≤|σ|<k

|σ|!ωσ ∧
(
(−1)|σ|+1dPσ(η)

)
︸ ︷︷ ︸

=:∗

−
∑

0≤|σ|<k+1

|σ|!ωσ ∧

 |σ|∑
s=0

(−1)sP(σ0,...,σ̂s,...,σ|σ|)(η)


= E(I(η)) + ∗ −

∑
1≤|σ|<k+1

|σ|!ωσ ∧

 |σ|∑
s=0

(−1)sP(σ0,...,σ̂s,...,σ|σ|)(η)


︸ ︷︷ ︸

5.19
=
P

0≤|σ|<k |σ|! dωσ∧Pσ(η)

+
∑
0=|σ|

|σ|!ωσ ∧
|σ|∑
s=0

(−1)sP(σ0,...,σ̂s,...,σ|σ|)(η)︸ ︷︷ ︸
=η

= E(I(η)) + η −
∑

0≤|σ|<k

|σ|! dωσ∧Pσ(η) + ∗ .

Und da:

d(vkη) =
∑

0≤|σ|<k

(
|σ|!dωσ ∧ Pσ(η) + (−1)|σ||σ|!ωσ ∧ dPσ(η)

)
=

∑
0≤|σ|<k

(|σ|!dωσ ∧ Pσ(η))−
∑

0≤|σ|<k

(−1)|σ|+1|σ|!ωσ ∧ dPσ(η)︸ ︷︷ ︸
=∗

ist,

folgt insgesamt:vk+1(dη)τ + d(vkη)τ = E(I(η)) + η. �



42 Wedge-Produkt∧

Teil II

Multiplikation
Auf beiden Kohomologie-Theorien sind Produkte definiert. In den folgenden Kapiteln
werden die Produkte definiert und gezeigt, dass die AbbildungenI undE mit ihnen
verträglich sind.

6 Wedge-Produkt∧
Auf der de Rham Kohomologie gibt es das bekannte∧-Produkt. Seine Definition und
Eigenschaften werden kurz wiederholt. Zur Vertiefung ist [8] geeignet.

6.1 Definition ∧
Definition 6.1 (∧ auf einem Vektorraum)
Sei V ein reeller endlich-dimensionaler Vektorraum, und seienω ∈ Alt pV und η ∈
Alt qV . Die durch

ω ∧ η(v1, . . . , vp+q) :=
1

p!q!

∑
ς Permutation

von (1 . . . p + q)

sign(ς) · ω(vς1 , . . . vςp) · η(vςp+1 , . . . , vςp+q)

definierte alternierende(p + q)-Form heißt das Dachprodukt vonω undη.

Definition 6.2 (∧ auf M )
SeiM eine Mannigfaltigkeit.
Das Dachprodukt ist eine Abbildung∧ : Ωp(M) × Ωq(M) → Ωp+q(M), definiert
durch:

(ω ∧ η)x := ωx ∧ ηx.

6.2 Eigenschaften∧
Bemerkung 6.3
Das Dachprodukt∧ : Alt pV × Alt qV → Alt p+qV hat die folgenden Eigenschaften:

1. ∧ ist bilinear.

2. ∧ ist assoziativ.

3. ∧ ist graduiert antikommutativ.

4. Eine0-Formg ∈ Alt 0V = R erfüllt: g ∧ ω = g · ω für alleω ∈ Alt rV .

5. ∧ ist mit linearen Abbildungenf : M → M̃ verträglich:f ∗ω∧f ∗η = f ∗(ω∧η).
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7 Cup-Produkt ∪

7.1 Definition ∪
Erinnerung: C∗(T ) := HOM(C∗(T ),R)

Definition 7.1 (Approximation der Diagonalen)
Eine Approximation der Diagonalen Φ ist eine natürliche Transformation (also für
Kokettenkomplexe eine Kokettenabbildung)Φ : C∗(T ) → C∗(T ) ⊗R C∗(T ) , die für
σ0 ∈ S0(T ):

Φ(σ0) = σ0 ⊗ σ0

erfüllt.

Definition 7.2 (Cup-Produkt)
Der (kontravariante) HOM(·,R) Funktor überträgt die Approximation der Diagonalen
Φ in die Koketten. Die Abbildung:

∪ : C∗(T )⊗ C∗(T )
Φ∗→ Hom (C∗(T )⊗ C∗(T ) , R)→ C∗(T )

heißt Cup-Produkt.

7.2 verschiedene∪-Produkte

Auf den Ketten kann man viele verschiedeneΦ definieren, aber sie liefern (nach [5])
auf Kohomologie dasselbe∪-Produkt. Im Folgenden wird gezeigt, dass es auf simpli-
zialen Koketten ein∪-Produkt gibt, welches mit der AbbildungI verträglich ist.

Seien im Folgendena = (aα) ∈ Cp(T ) mit α ∈ Sp(T ), b = (bβ) ∈ Cq(T ) mit
β ∈ Sq(T ) undc = (cγ) ∈ Cr(T ) mit γ ∈ Sr(T ).

Um ein Produkt auf den Koketten zu definieren, das auf die Kohomologie übertragen
ein∪-Produkt ist, reicht es, AbbildungenCp(T )⊗Cq(T )→ Cp+q(T ) zu konstruieren,
die folgende Eigenschaften erfüllen:

Approximation der Diagonalen: (f ∪ f̃)(σ0) = fσ0 · f̃σ0

Kettenabbildung: ∂(a ∪ b) = (∂(a)) ∪ b + (−1)pa ∪ ∂(b)

7.2.1 Alexander-Whitney-Produkt:

Definition 7.3
Die Abbildung

(a ∪a b)χ := aU(0,...,p)(χ) · bU(p,...p+q)(σ)

heißt Alexander-Whitney-Produkt.



44 Cup-Produkt ∪

Lemma 7.4
Das Alexander-Whitney-Produkt bildet auf Kohomologie ein∪-Produkt.

Beweis:

Approximation der Diagonalen: (f ∪a f̃)(σ0) = fσ0 · f̃σ0

Kettenabbildung: ∂(a ∪a b)(σ0, . . . , σp+q+1) =
∑p+q+1

i=0 (−1)i(a ∪a b)Ui(σ) =

=

p∑
i=0

(−1)iaUi(σ0,...,σp+1) · b(σp+1,...,σq+p+1) +

p+q+1∑
i=p+1

(−1)ia(σ0,...σp)) · bUi(σp,...,σq+p+1))

=
(
(∂(a)(σ0,...,σp+1))− (−1)p+1aUp+1(σ0,...,σp+1)

)
· b(σp+1,...,σq+p+1)

+ a(σ0,...,σp)) ·
(
−(−1)pbUp(σp,...,σq+p+1)) + (−1)p∂(b)(σp,...,σq+p+1)

)
= (∂(a)) ∪a b + (−1)pa ∪a ∂(b)

�

Eigenschaften des Alexander-Whitney-Produkts:

Assoziativität: Sie folgt aus der Assoziativität der reellen Zahlen:

(a ∪a b) ∪ c(0, . . . , p, . . . , p + q . . . , p + q + r) = (a ∪a b)(0, . . . , p, . . . , p + q) · c(p + q, . . . , p + q + r)

= a(0, . . . , p) · b(p, . . . , p + q) · c(p + q, . . . , p + q + r)

= a(0, . . . , p) · (b ∪a c)(p, . . . , p + q, . . . , p + q + r)

= a ∪a (b ∪a c)(0, . . . , p, . . . , p + q, . . . , p + q + r).

nicht graduiert kommutativ: Besonderes Gewicht bekommt die letzte Ecke vom er-
sten Faktor (p), da sie von a und b ausgewertet wird. Eine andere Anordnung der
Ecken liefert ein anderes Produkt. Deshalb ist dieses Cup-Produkt nichtgradu-
iert kommutativ.

a ∪a b(x, y, z) := a(x, y) · b(y, z) 6= b(x, y) · a(y, z) =: b ∪a a(x, y, z)

7.2.2 Misch-Produkt:

Um die Anordnung der Ecken vernachlässigen zu können, bildet man den Mittelwert
der Alexander-Whitney-Produkte jeder möglichen Auswahl an Ecken. Um Antikom-
mutativität zu erreichen, multipliziert man mit einem geeigneten Vorzeichen.

Definition 7.5 (sign(I, J))
SeienI und J aufsteigend sortierte Tupel mit Werten aus{0, . . . , n}, so dass jeder
Wert in I oderJ angenommen wird und es genau einen Eintrag gibt, der inI undJ
vorkommt.
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Sei alsoix = jy.
Dann ist sign(I, J) definiert als das Vorzeichen der Permutation, die

((x + y + 1), . . . , n, 0, . . . , (x + y − 1))
Permutation→ (i0, . . . , îx, . . . ip, j0, . . . , îy, . . . , jq)

überführt multipliziert mit(−1)x+y.
Also:

sign(I, J) := sign(Permutation) · (−1)x+y.

Definition 7.6 (Misch-Produkt)
SeienI undJ wie zuvor gewählt. Seiσ = (0, . . . , p + q)
Das Misch-Produkt oder „shuffle product“ ist definiert durch:

(a ∪m b)σ :=
p!q!

p + q + 1

∑
|I|=p

aUI(σ) · bUJ (σ) · sign(I, J).

I und J repräsentieren, als aufsteigend sortierte Tupel, geordnete Seiten-Simplices von
σ, mit der Eigenschaft, dassI undJ genau eine Ecke gemeinsam haben.

Bemerkung 7.7
Die Anzahl der Summanden berechnet sich durch:
Wählep + 1 Elemente ausp + q + 1 Elementen aus. Hierzu gibt es

(
p+q+1

p+1

)
Möglich-

keiten. Wähle nun aus diesenp + 1 Elementen eines aus (j).
Dies ergibtp+q+1

p!q!
Möglichkeiten, da

(
p+q+1

p+1

)
· (p + 1) = p+q+1

p!q!
.

Lemma 7.8
Das Misch-Produkt bildet auf Kohomologie ein∪-Produkt.

Beweis:

Approximation der Diagonalen:

(f ∪m f̃)(σ0) =
0!0!

0 + 0 + 1

∑
|I|=0

fUI(σ0) · f̃UJ (σ0) = fσ0 · f̃σ0

Kettenabbildung: Da das Alexander-Whiney-Produkt eine Kettenabbildung ist, ist es
auch das Misch-Produkt.

�
Bemerkung 7.9
Durch Nachrechnen lässt sich zeigen, dass das Misch-Produkt graduiert kommutativ
(assoziativ) ist. Im folgenden Kapitel wird gezeigt, dass das Misch-Produkt mit den
AbbildungE undI verträglich ist. Aus der graduiert Antikommutativität (Assozativi-
tät) des∧-Produkts folgt dann direkt, dass auch das Misch-Produkt graduiert antikom-
mutativ (assozativ) ist.
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8 Multiplikativität von I und E

8.1 Rechenregel fürωI

SeienI0,p = (i0, . . . , ip) undJ0,q = (i0, . . . , iq) aufsteigend sortierte Tupel mit Werten
in {0, . . . , n}.
Mit den Eigenschaften:

1. p + q = n

2. I0,p undJ0,q haben genau ein Element gemeinsam. Seiix = jy.

Bemerkung 8.1
Setze:

dεI0...x̂...p
:= dεi0∧ · · · ∧d̂εix∧ · · · ∧dεip

Seienελ T1-Funktionen in Bezug auf die offenen Sterne der Eckpunkte0, . . . , en eines
Simplex. Für sie gilt

•
∑n

λ=0 ελ = 1,

•
∑n

λ=0 dελ = 0 , also:dεy = −
∑n

λ=0,λ6=y dελ.

Lemma 8.2 (Tausch-Lemma)
Für s 6= y gilt:

dεI0...x̂...p
∧dεJ0...ŝ...q

= (−1)y+sdεI0...x̂...p
∧dεJ0...ŷ...q

und fürs 6= x gilt:

dεI0...ŝ...p
∧dεJ0...ŷ...q

= (−1)x+sdεI0...x̂...p
∧dεJ0...ŷ...q

.

Beweis:
Idee: ´Nutze die Eigenschaften der T1-Funktionen; ersetze eindεk.
Es kommen fast alledελ vor, daher fallen fast alle Summanden weg.
1. Fall: Seis 6= y

dεI0...x̂...p
∧dεJ0...ŝ...q

= dεi0∧ · · · ∧
ˆdεix∧ · · · ∧dεip∧dεj0∧ · · · ∧

ˆdεjs∧ · · · ∧dεjy ∧ · · · ∧dεjq

= dεi0∧ · · · ∧
ˆdεix∧ · · · ∧dεip∧dεj0∧ · · · ∧

ˆdεjs∧ · · · ∧ −
n∑

λ=0,λ6=jy

dελ︸ ︷︷ ︸
bis auf fürλ = js

kommen alle Summanden schon vor

∧ · · · ∧dεjq

= (−1)dεi0∧ · · · ∧
ˆdεix∧ · · · ∧dεip∧dεj0∧ · · · ∧

ˆdεjs ∧ · · · ∧dεjs︸ ︷︷ ︸
y−s−1

∧ · · · ∧dεjq

= (−1)y+sdεI0...x̂...p
∧dεJ0...ŷ...q

Die anderen Fälle genauso. �



8.1 Rechenregel fürωI 47

Erinnerung:

ωI0,k
:=

k∑
s=0

(−1)sεisdεi0∧ · · · ∧
ˆdεis∧ · · · ∧dεik

Lemma 8.3 (ωI∧ωJ )
Es gilt:

ωI0,p∧ωJ0,q = (−1)x+y εixdεI0...x̂...p
∧dεJ0...ŷ...q

Beweis:
Beobachtung: Es sind nur die Produkte ungleich Null, für die in höchstens einem Fak-
tor dεix bzw.dεjy vorkommt.

ωI0,p∧ωJ0,q = (−1)xεixdεI0...x̂...p
· (−1)yεjydεJ0...ŷ...p

+ (−1)xεixdεI0...x̂...p
·
∑

0≤s≤q

s 6=y

(−1)sεjsdεJ0...ŝ...p

+
∑

0≤s≤p

s 6=x

(−1)sεisdεI0...ŝ...p
· (−1)yεjydεJ0...ŷ...p

Tausch Lemma=

(−1)x+yεixεjy + (−1)εix ·
∑

0≤s≤q

s 6=y

(−1)sεjs · (−1)y+s

+
∑

0≤s≤p

s 6=x

(−1)sεis · (−1)yεjy · (−1)x+s

 · dεI0...x̂...p
∧dεJ0...ŷ...q

(εjy = εix ) = εix · (−1)x+y

εix +
∑

0≤s≤p

s 6=x

εjs +
∑

0≤s≤p

s 6=x

εis


︸ ︷︷ ︸

=
Pn

λ dελ=1

·dεI0...x̂...p
∧dεJ0...ŷ...q

= (−1)x+y εixdεI0...x̂...p
∧dεJ0...ŷ...q

�
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8.2 I ist mit den Produkten auf Kohomologie-Niveau verträglich

Für die Kohomologie-TheorienHdR(Ω∗(M)) und Hsimp(C
∗(T )) ist also jeweils ein

Produkt (∧ und∪) gegeben. Zwischen den Kohomologien gibt es einen Isomorphis-
mus, induziert durchI (=

∫
∆

ω). In welcher Beziehung die Produkte zueinander stehen
wird im folgenden gezeigt.

Satz 8.4
I ist mit den Produkten auf Kohomologie-Nievau verträglich. Also kommutiert folgen-
des Diagramm:

Hp
dR

(M)⊗Hq
dR

(M)
I⊗I−−−→ Hp

simp
(T )⊗Hq

simp
(T )

∧
y y∪

Hp+q
dR

(M)
I−−−→ Hp+q

simp
(T )

Beweis:
Da auf Kohomologie-NiveauI(−1) = E gilt,
reicht es zu zeigen:

Ωp(M)⊗ Ωq(M)
E⊗E←−−− Cp(T )⊗ Cq(T )

∧
y y∪

Ωp+q(M)
I−−−→ Cp+q(T )

Seia ∈ Cp(T ), und seib ∈ Cq(T ).

(E(a) ∧ E(b)) =

p!
∑
|σ|=p

ωσaσ

 ∧
q!

∑
|ρ|=q

ωσbρ


Nur wennσ undρ Seiten-Simplices von einem Simplex sind,

in dessen Inneren der Punkt liegt, verschwinden wederωσ nochωρ.

= p!q!

 ∑
|σ|=p, |ρ|=q

σ,ρ Seiten-Simplices

ωσ ∧ ωρ︸ ︷︷ ︸
oft kommtdε

zweimal vor

aσ · bρ



Lemmaωσ ∧ ωρ 8.3 = p!q!

 ∑
|σ|=p,|ρ|=q

Seiten-Simplices mitσs=ρr

aσ · bρ · (−1)r+sεσsdεσ0,...,ŝ,...,p
∧ dερ0,...,r̂,...,q


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Nun betrachte:I((E(a) ∧ E(b))) =

=

∫
τ

p!q!
∑

|σ|=p,|ρ|=q

Seiten-Simplices mitσs=ρr

aσ · bρεσsdεσ0,...,ŝ,...,p
∧ dερ0,...,r̂,...,q

· (−1)r+s



sign(σ,ρ) =

∫
τ

p!q!
∑

|σ|=p,|ρ|=q

Seiten-Simplices mitσs=ρr

aσ · bρ · sign(σ, ρ) · ετsdετ(s+r+1,...n,0,s+r−1)



=

p!q!
∑

|σ|=p,|ρ|=q

Seiten-Simplices mitσs=ρr

aσ · bρ · sign(σ, ρ) ·
∫

τ

ετsdετ(s+r+1,...n,0,s+r−1)


Korollar 5.3 = p!q!

∑
|σ|=p,|ρ|=q

Seiten-Simplices mitσs=ρr

aσ · bρ · sign(σ, ρ) · 1

p + q + 1!

= (a ∪ b)

�
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Teil III

L2 - deRham Satz

9 L2-de Rham Kohomologie

SeiM̃ eine freie cokompakte G-Mannigfaltigkeit mit FundamentalbereichM . In die-
sem Kapitel wird fürM̃ die reduzierte und die unreduzierteL2-de Rham Kohomologie
definiert.

9.1 Definition Ω∗
p(M̃)

Definition 9.1 (Ω∗
c(M̃))

Die Formen mit kompaktem Träger auf̃M werden mit

Ω∗
c(M̃)

bezeichnet.Ω∗
c(M̃) ist eine Teilmenge vonΩ∗(M̃).

Die Formen mit kompaktem Träger sind über die ganze MannigfaltigkeitM̃ integrier-
bar, da sie nur auf einem Kompaktum nicht verschwinden.

Definition 9.2 (Lp-Norm auf Ω∗(M̃))
Sei1 ≤ p <∞. Seiω ∈ Ωq(M̃). Dann ist durch:

||ω||p :=

(∫
M̃

|ω(x)|pdvol

) 1
p

eine Norm definiert. Sie heißtLp-Norm. Dabei ist|ω(x)| der Betrag (die Länge) des
Vektors im Tangentialraum anx.(
Ω∗

c(M̃), || • ||p
)

ist nicht vollständig.

Definition 9.3 (Ω∗
p(M̃))

Die Banachraum-Vervollständigung vonΩc(M̃) bezüglich einerLp-Norm heißt Raum
der Lp-integrierbaren Formen über̃M . Er wird mit Ω∗

p(M̃) bezeichnet. Die Formen
ω ∈ Ω∗

p(M̃) erfüllen||ω||p <∞.

Die Formen inΩ∗
p(M̃) sind zwarLp-integrierbar, aber nicht mehr notwendigerweise

stetig.
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9.2 Definition der L2-de Rham Kohomologie

Für die Definition derL2-de Rham Kohomologie ist natürlich die Vervollständigung
bezüglich derL2-Norm Ω∗

2(M̃) von besonderer Bedeutung. ZurL2-Norm gibt es ein
Skalarprodukt.

Definition 9.4 (L2-Skalarprodukt auf Ωp
c(M̃))

Seienω, η ∈ Ωp
c(M̃). Das Skalarprodukt definiert durch:

〈ω, η〉L2 :=

∫
M̃

〈ωx, ηx〉Altp(TxM̃)dvol

heißtL2-Skalarprodukt.

DasL2-Skalarprodukt lässt sich auch auf die VervollständignungΩ∗
2(M̃) fortsetzen,

also istΩ∗
2(M̃) sogar ein Hilbertraum.

Bemerkung 9.5 (dmin)
Der Randoperatord ist nur für Formen mit kompaktem Träger definiert. Er lässt sich
wie in [1] gezeigt zu

dmin := (d : Ωc(M̃)→ Ωp(M̃))min

fortsetzen.

Definition 9.6 (UnreduzierteLp-de Rham Kohomologie)
Da gilt Kern(d) ⊂ Bild(d), gilt auchKern(dmin) ⊂ Bild(dmin). Der Raum :

Hq
dRp (M̃) = Kern(dq

min) / Bild(dq−1
min)

heißtq-te unreduzierteLp-de Rham Kohomologie.

Leider ist die unreduzierteL2-de Rham Kohomologie nicht notwendigerweise wieder
ein Hilbertraum. Das motiviert folgende Definition.

Definition 9.7 (ReduzierteL2-de Rham Kohomologie)
Der durch:

Hq

dR2
(M̃) = Kern(dq

min) / Bild(dq−1
min)

definierte Hilbertraum heißt q-te reduzierteL2-de Rham Kohomologie.

Als Quotient von abgeschlossenen Teilmengen eines Hilberraums ist die reduzierte
L2-de Rham Kohomologie wieder ein Hilbertraum.
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10 l2-Simpliziale Kohomologie

Sei T̃ eine äquivariante glatte Triangulierung voñM mit G-invarianter lokaler Ord-
nung.

Bemerkung 10.1
Die Ecken vonT können nun nicht mehr global geordnet werden, da die Ordnung
G-invariant sein soll.

10.1 DefinitionC∗
p(T̃ )

Ähnlich wie für dieL2-Formen werden diel2-summierbaren Koketten aus einer Un-
termenge der simplizialen Koketten konstruiert.

Definition 10.2 (C∗
b (T̃ ))

Die beschränkten simplizialen Koketten aufT̃ werden mit

C∗
b (T̃ )

bezeichnet.C∗
b (T̃ ) ist eine Teilmenge vonC∗(T̃ ).

Die beschränkten simplizialen Koketten aufT̃ sind über alle Simplices summierbar,
da die Koketten nur für endlich viele Simplices nicht verschwinden.

Definition 10.3 (lp-Norm auf C∗
b (T̃ ))

Sei1 ≤ p <∞. Seic ∈ Cq(T̃ ). Dann ist durch:

||c||p :=

 ∑
σ∈Sq(T̃ )

|cσ|p
 1

p

eine Norm definiert, sie heißtlp-Norm.(
C∗

b (T̃ ), || • ||p
)

ist nicht vollständig.

Definition 10.4 (C∗
p(T̃ ))

Die Banachraum-Vervollständigung vonCc(T̃ ) bezüglich einerlp-Norm heißt Raum
derlp-summierbaren simplizialen Koketten aufT̃ , sie wird mitC∗

p(T̃ ) bezeichnet. Die
Kokettenc ∈ C∗

p(T̃ ) erfüllen||c||p <∞.

Im Gegensatz zu den Formen bildetC∗
p(T̃ ) einen Subkomplex vonC∗(T̃ ).
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10.2 Definition der lp-simplizialen Kohomologie

Für die Definition derl2-simplizialen Kohomologie ist natürlich die Vervollständigung
bezüglich derl2-Norm C∗

2(T̃ ) von besonderer Bedeutung. Zurl2-Norm gibt es ein
Skalarprodukt.

Definition 10.5 (l2-Skalarprodukt auf Cp
b (T̃ ))

Seienc, d ∈ Cp
b (T̃ ). Das durch:

〈c, d〉l2 :=
∑

σ∈Sp(M̃)

cσ · dσ

definierte Skalarprodukt heißtl2-Skalarprodukt.

Dasl2-Skalarprodukt lässt sich auch auf die VervollständignungC∗
2(T̃ ) fortsetzen. So

wird C∗
2(T̃ ) ein endlicher HilbertN (G)-Koketten Komplex mit Skalarprodukt〈•, •〉l2 .

Jeder Simplex der Triangulierung ist Seiten-Simplex von nur endlich vielen Simplices.
Da T̃ G-invariant undM̃ cokompakt, alsoM kompakt ist, ist das Maximum der An-
zahl der Simplices, die einen Simplex gemeinsam haben, endlich. Setzek als dieses
Maximum.

Bemerkung 10.6 (δ)
Der Randoperatorδ ist für jede simpliziale Kokette definiert, also auch für diel2-
summierbaren Koketten. Da die Anzahl der Summanden bei der Randabbildung durch
k beschränkt sind, ist der Rand einerl2-summierbaren Koketten wiederl2-summierbar.
Zur Erinnerung:

(δc)σ :=
n+1∑
i=0

(−1)cUi(σ).

Die genauer Rechnung zum Beweis findet sich in [7].

Definition 10.7 (Unreduziertelp-simpliziale Kohomologie)
Ähnlich wie für Formen setze:

Hq
simpp

(T̃ ) := Kern(δq|Cp(T̃ )) / Bild(δq−1|Cp(T̃ )).

Diese Gruppe heißtq-te unreduziertelp-simpliziale Kohomologie.

Um nun auch für diel2-simplizialen Koketten einen Hilbertraum zu konstruieren, be-
trachte folgende Definition.

Definition 10.8 (Reduziertel2-de Rham Kohomologie)
Der durch:

Hq

simp2
(T̃ ) := Kern(δq|C2(T̃ )) / Bild(δq−1|C2(T̃ ))

definierte Hilbertraum heißtq-te reduziertel2-simpliziale Kohomologie.
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11 Multiplikativität des L2-de Rham Isomorphismus

11.1 Isomorphie

Die Isomorphie zwischen der unreduziertenL2-de Rham Kohomologie und der un-
reduziertenl2-simpliziale Kohomologie kann mit Hilfe der „sheaf“-Theorie gezeigt
werden. Beweis-Fragmente können in [13] gefunden werden.
Für die reduziertenL2- bzw. l2-Kohomologien kann man, ähnlich wie für die Koho-
mologien im klassischen Fall, die OperatorenI undE definieren.
Mittels Hodge-Zerlegung lässt sich zeigen, dassH∗

dR2
(M̃) isomorph zum Raum derL2-

integierbaren, glatten, harmonischen FormenH∗
(2)

(M) ist. Für genügend großek ist die

InklusionH∗
(2)

(M) in den(k − ∗)-ten Sobolev-RaumH∗
(2)

(W k−∗Ωp(M)) ein Isomor-
phismus. Auf den Sobolevräumen lässt sichI analog zum klassischen Fall definieren
und bildet die Umkehrabbildung zuE. Der zusammengesetzte Isomorphismus heißt
L2-Hodge-de Rham-Isomorphismus.

H∗
dR2

(M̃) ∼= H∗
(2)

(M)︸ ︷︷ ︸
L2−Harmonische Formen

∼= H∗
(2)

(W k−∗Ωp(M))︸ ︷︷ ︸
Sobolev-Räume

I→ H∗
simpp

(T̃ )

Der Beweis findet sich in [4] oder zusammengefasst in [11]. In diesem Beweis wird
viel Kraft für die Injektivität vonI verwendet, wahrscheinlich geht es mit einem auf
denL2-Fall angepassten Prismaoperator leichter.
In diesem Kapitel soll angedeutet werden, warum der Isomorphismus für den reduzier-
ten Fall auch mit der den Produkten verträglich ist.

11.2 Satz:L2 ∧ L2 ∈ L1

In diesem Kapitel soll für den Spezialfallp + q = dim(M̃) gezeigt werden, dass
auch derL2-Hodge-de Rham Isomorphismus in gewisser Weise mit der Multipikation
verträglich ist. Da das Produkt zweierL2-integrierbaren Funktionen (0-Formen) nicht
notwendigerweise wiederL2-integrierbar ist, bildet für dieL2-de Rham Kohomologie
das∧-Produkt kein Produkt nachΩ2.

Satz 11.1
Seienω ∈ Ωp

2(M̃) undη ∈ Ωq
2(M̃) dann gilt:

ω ∧ η ∈ Ωp+q
1 (M̃).

Beweis: Da M̃ cokompakt, reicht es sichω ∧ η in einer KarteU in lokalen Koor-
dinaten anzuschauen. In lokalen Koordinaten seienω =

∑
|I|=p fIdxi1∧ · · · ∧dxip und
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η =
∑

|J |=q gJdxj1∧ · · · ∧dxjq . Es folgt:∫
U

|(ω ∧ η)(x)|dvol =

∫
U

|
∑
I,J

fI(x) · gJ(x)dxi1∧ · · · ∧dxip ∧ dxj1∧ · · · ∧dxjq |dvol

≤
∫

U

∑
I,J︸︷︷︸

endlich

|fI(x) · gJ(x)| =
∑
I,J

∫
U

|fI(x) · gJ(x)|dvol

Cauchy-Schwarz
≤

∑
I,J

√∫
U

|fI(x)|2dx︸ ︷︷ ︸
≤∞

·

√∫
U

|gJ(x)|2dx︸ ︷︷ ︸
≤∞

≤ ∞

�

Für diel2-Koketten hat man das umgekehrte Problem: Das∪-Produkt zweierl2-Koketten
liegt zwar sicher wieder inC∗

2(T̃ ), aber ist es auchl1-summierbar?

Satz 11.2
Seiena ∈ Cp

2 (T̃ ) undb ∈ Cq
2(T̃ ). Dann gilt:

a ∪ b ∈ Cp+q
1 (T̃ ) ⊂ Cp+q

2 (T̃ )

für das Misch-Produkt∪m.

Beweis:Jeder Simplex der Triangulierung ist Seiten-Simplex von nur endlich vielen
Simplices. DaT̃ G-invariant undM̃ cokompakt, alsoM kompakt ist, ist das Maximum
der Anzahl der Simplices, die einen Simplex gemeinsam haben, endlich. Setzek als
dieses Maximum.
Seia ∈ Cp

2 (T̃ ) mit
∑

σ∈Sp(T̃ ) |aσ|2 = α und seib ∈ Cq
2(T̃ ) mit

∑
σ∈Sq(T̃ ) |bσ|2 = β.

||a ∪m b||l1 =
∑

τ∈Sp+q(T )

∣∣∣∣∣∣∣∣
p!q!

p + q + 1︸ ︷︷ ︸
:=Q

∑
|I|=p

aUI(τ) · bUJ (τ) · sign(I, J)

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ Q ·

∑
τ∈Sp+q(T )

∑
|I|=p

∣∣aUI(τ) · bUJ (τ)

∣∣
≤ Q ·

∑
τ∈Sp+q(T )

∑
|I|=p

∣∣aUI(τ)

∣∣ ·∑
|J |=q

∣∣bUJ (τ)

∣∣
≤ Q ·

√ ∑
τ∈Sp+q(T )

∑
|I|=p

∣∣aUI(τ)

∣∣2 ·√ ∑
τ∈Sp+q(T )

∑
|J |=q

∣∣bUJ (τ)

∣∣2
≤ Q ·

√
k · a ·

√
k · b ≤ ∞

�
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11.3 Rechnung für den Spezialfallp + q = n

Sei n := dim(M̃). Das Integral einern-Form überM̃ ist, genauso wie die Summe
einer simplizialen Kokette über allen-dimensionalen Simplices, eine reelle Zahl.

Satz 11.3
Seiena ∈ Cp

2 (M̃), undb ∈ Cq
2(M̃) mit p + q = n. Dann gilt:

∫
M̃

I(E(a) ∧ E(b)) dvol =
∑

σ∈Sn(M̃)

(a ∪ b)σ

Beweis:analog wie für den klassischen Fall:

(E(a) ∧ E(b)) =

p!
∑
|σ|=p

ωσaσ

 ∧
q!

∑
|ρ|=q

ωσbρ


Nur wennσ undρ Seiten-Simplices von einem Simplex sind,

in dessen Inneren der Punkt liegt, verschwinden wederωσ nochωρ.

= p!q!

 ∑
|σ|=p, |ρ|=q

σ,ρ Seiten-Simplices

ωσ ∧ ωρ︸ ︷︷ ︸
oft kommtdε

zweimal vor

aσ · bρ



Lemmaωσ ∧ ωρ 8.3 = p!q!

 ∑
|σ|=p,|ρ|=q

Seiten-Simplices mitσs=ρr

aσ · bρ · (−1)r+sεσsdεσ0,...,ŝ,...,p
∧ dερ0,...,r̂,...,q



Daa, b ∈ C2(T̃ ), gilt auch:

∑
aσ · bρ · (−1)r+sεσsdεσ0,...,ŝ,...,p

∧ dερ0,...,r̂,...,q
∈ Ω2(M̃).
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Nun betrachte:I((E(a) ∧ E(b))) =

=

∫
τ

p!q!
∑

|σ|=p,|ρ|=q

Seiten-Simplices mitσs=ρr

aσ · bρεσsdεσ0,...,ŝ,...,p
∧ dερ0,...,r̂,...,q

· (−1)r+s



sign(σ,ρ) =

∫
τ

p!q!
∑

|σ|=p,|ρ|=q

Seiten-Simplices mitσs=ρr

aσ · bρ · sign(σ, ρ) · ετsdετ(s+r+1,...n,0,s+r−1)



=

p!q!
∑

|σ|=p,|ρ|=q

Seiten-Simplices mitσs=ρr

aσ · bρ · sign(σ, ρ) ·
∫

τ

ετsdετ(s+r+1,...n,0,s+r−1)


Korollar 5.3 = p!q!

∑
|σ|=p,|ρ|=q

Seiten-Simplices mitσs=ρr

aσ · bρ · sign(σ, ρ) · 1

p + q + 1!

= (a ∪ b).

�

Der Isomorphismus zwischen der reduziertenL2 de Rham- und der reduzierten simpli-
zialenl2-Kohomologie wird durch Inklusion und Integrieren gewonnen. Im Spezialfall
p+q = n ist das Integral mit den Produkten verträglich, das motiviert zu weiteren Un-
tersuchungen.
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